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ET 


ANALYSE HARMONIQUE 


Par M. Szozem MANDELBROJT. 


Nous commencons par quelques notions classiques dont le développement est 
basé essentiellement sur un théorème de Carleman concernant la « transformée 
de Fourier-Carleman » d'une fonetion bornée dont le produit de composition 
avec une fonetion de la classe L est nulle. 

Si fEL sur R (la droite réelle), on désignera par &(/) st transformée de 
Fourier 

oil } 
S(f) = E(u = —— | EUX monté 
(f) = Fu) an S(t) 

La classe des transformées de Fourier des fonctions appartenant à L sera 
désignée par A- Autrement dit : une condition nécessaire et suflisante pour 
que FEA est qu'il existe une fonction SEL telle que FE (/). 

_ Désignons par L* l'ensemble des fonctions essentiellement bornées sur R. 
Si feEL* on désignera par || /|, sa norme dans L” : | f= in M. où Mest une 
quantité quelconque telle que fl Mp.p. Si feb on désignera par: 1 sa 
| Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. |. 1 


we 
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norme dans L. Que f appartienne à L ou a L*, on désignera par FC(f) le 
couple (F*, F-) défini de la manière suivante : 
0 
F+(s)= _ f Site dt (y= 9); 
Var. 
I 
Var 
Le couple ¥C(f) — la transformée de Fourier-Carleman — introduite par 
Carleman [3], du moins d’une manière systématique, est done composé d’une 
fonction holomorphe dans le demi-plan supérieur, F*(s), et d’une fonction 
holomorphe dans le demi-plan inférieur, F~(z). 
On voit immédiatement que, si fEL, F* et F- sont continues respectivement 
dans le demi-plan supérieur y > et dans le demi-plan inférieur yo, et 


F-(s) =— 


f soewae (y <0). 


lon a 
|F+(s)|Z (27) * US Ih (y= 09), 
[F-(s)|Z (2m) *|lflh = (ve). 


Si fel’ on peut seulement affirmer que 


|F*(s)|Z(am) Ife (>). 

IF-()| Zn) ?Iflelyl (<0) 
On a dans les deux cas, pour 4 > 0, | 

F+(2 +ia) —F-(## —ia)=B(f(t) e*!"). 


Si fEL, on désignera par s( f) le support de F=&(/), c'est-à-dire l'ensemble 
des valeurs uw telles que F(u) 0. Si f appartient à L ou à L* on désignera 
par c(f) l'ensemble des valeurs x, possédant la propriété suivante : il existe un 
voisinage V,, de æ,(V,, CR) et une fonction F(z) holomorphe dans la région 
composée du demi-plan supérieur, du demi-plan inférieur et de V.., et telle 
que F(s) =F*(s) pour y > 0, F(z) =F (sz) pour y < o. L'ensemble c( f) sera 
appelé ensemble de concordance de f. L'ensemble 6(f), complémentaire de 
l’ensemble de concordance (par rapport à R) : «(f)=€c(/f), est appelé 


spectre de /. Il est clair que, si fEL, on a o(f)—=5(f) (E désigne la fermeture 
de E). Avec les notations adoptées, le théorème de Carleman [3 ]s’énonce de la 
manière suivante : 


Tuéorëe I (Carleman). — Si fEL, heL° et si 


fkh=o, 
onas(f)Cc(h). 


On tire du théorème de Carleman le théorème suivant, qui en est une consé- 
quence presque immédiate. 


ann te die de à dé 
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Tutoréme IT. — Si fEL, hEL* ona 
c(fkh)cCo(f)no(h). 


ZT 
à 9 
1 sin ( À 
2 } 
> ’ 
ae Na 
2 


En posant 


= 


3(a2) = (ar)? ——4 
(3) 
A(u)=1 —|u| pour |uw| <1, A(w) =o pour |u| 1, on sait que A= (0). 
‘Si (a, b)Ce(f), en posant 
a+b ba 


Ê— 1 RE , 
2 > > 


(r)=lè(Ër)é#,  Asa(u) =A(* T *) = 8 (05,7), 


‘on voit que 
F(a) Az (a) =o [F=3s(f)]; 
vel, par conséquent, GE 1 X f — o, ce qui permet d'écrire 
nk f# LL —0, 
“et, d'après le théorème T, 
(a, b) = s(d::)Ce(f # h), 


ce qui démontre que e( f) Ce( fx h) (voir |[8]). Si, maintenant, 


ja, b|ce(h). SCth)=— (i= H)j;, 
ona pour 4 > 0, 2 et / étant définis comme plus haut, 


(a) (27) Au) = (27)? Art) Ie (a + é2) —W (a — fz) | SB] dz 760) 4 ha) e FI], 


ae 
Oz (17) KA(arye Er Ay (a) et du. 
D ee / 


On a. par conséquent, 
+ 


dz fe = lim Î ES Tay tea UE 
x 0 2 , 
EAN 


el 
SKA Ok f who, 


et le théorème 1 fournit la relation (a, b) Cc( fh). Ainsi, on a aussi c(h) c(fkh). 
On connaît aussi cette autre définition du spectre d'une fonction appartenant 
L° : Le spectre de LET.” est l'ensemble des points a tels que si /E Let /xl=o. 
on a nécessairement 4 #5(/) [161. Le théorème de Carleman montre que les 
eux définitions du spectre d'une fonction appartenant à L7 sont équivalentes. 
Nous utilisons ici, de préférence, la premiére définition, définition relevant de 


. 


a theorie des fonctions d'une variable complexe. 


rae 
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Mentionnons les faits suivants : 

Tucoreme UI. — Soit hEL’. Une condition nécessaire et suffisante pour 
que (a, b)Ce(h) est que, quel que sow l, avec 0 << ———", on ait pour 
FEe(a+l.b—l) 

f'acècne Vell — 0. 


Le fait que la condition est nécessaire est évident d'après (1). On voit aussi 
que la condition est suffisante lorsqu'on integre l'expression du milieu de (1) 
deux fois par parties. C'est en effectuant cette opération que J. P. Kahane a 
démontré, très simplement, le théorème de Carleman. 

Les théorèmes IV et V ont été démontrés dans [8 |. 


LagorÈme IV. — Si hE’ et si = est un point tsolé de 5 a(h), = est un pôle simple 
de la fonction M(3) égale à W°(z eee y >o et égale à (3) pour y <0, et 
pour t suffisamment petit, le résidu de £ - est donné par 


—anaisel { h(t) (lt) ¢ Blt. 


Tutonime V. — St fEL, hE’, et st 5 Ec(/f). Ene peut étre un point isolé 
de a( fxh). 


On peut alors améliorer le théorème IT de la manière suivante : 
‘Tntorime VI. — Si fEL, hEL* ona 
c(fkh)cs(f}ns(h)uRr ('), 


ou & est la partie par faite de o( f )a(h), o( f)-désignant la frontière de o( f) | 
(& est vide, si oC f)N(/) ne contient aucun ensemble parfait). 


I est clair que s(f)A7(h)U est un sous-ensemble de 3(/)Ao(h). D'autre 
part, tout point de 5(f)n3(4) qui est, à la fois, un zéro isolé de F[F = G(/)] 
ct un point isolé de 34) appartient à #(f)n3(h), mais n'appartient pas 
as(/)Na(h). Le théorème VI montre qu'un tel point, tout en faisant partie 
de o(f)Na(h), n'appartient pas à (fx h). 

a étant un nombre positif, posons 


M=U(EE=G 24a) [ZEs(f)ne(h)} 


et soit &,,V’ensemble des autres points de Bec? Il est clair que 2.0 ¢(f)no(h). 
æ, est un ensemble fermé, car si z,E2, et lim’,=&, £ ne peut appartenir aa 


how 


aucun intervalle (£— a, pr a) avec £'es(f)ns(h). D'autre part, aucun 


(1) s(fyna(h) est la fermeture de s(f )na(h). 
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soint ¢, de Z, ne peut être un point isolé de cet ensemble, car autrement il 
erat aussi un point isolé de (fx A), étant donné que tout point £ de o( fh) 
appartenant pas a ®, satisfait a l'inégalité |——=£,| a; or 4 e7(f), et 
‘après le théorème V, 7, ne peut pas être isolé de o( fx). Si &, n’est pas vide, 
lest parfait. 
Si maintenant un point = de o(fxhA) n'appartient pas à & il n'appartient 
%,, pour aucune valeur de a > o. Il appartient donc à A, pour toute valeur 
ie a, et il appartient, par conséquent, as(f)No(h). 
On a, en particulier, le fait connu suivant : 


Si fEL, hEL* et sic( f)Da(h), 5(fxh) est parfait ou vide. 


Problème général. 


Nous allons formuler un problème qui peut être relié, dans une certaine 
mesure, au problème de « synthèse harmonique ». 
Soit f une fonction p fois dérivable sur R(o <p), avec 


feL pour o~<n<p-+1 


inous n’écrivons pas o<n—p pour pouvoir inclure le cas le plus impor- 
nt: p=). Posons 


rn 


(7) |], (r>0, 9—p). 


CHO ances FM 
cette fonction @ sera appelée la « g dérivabilité » de f. Si p =, la fone- 
ion (D; sera RATE par @, et nous l’appellerons la dérivabilité de /. Soit A 
in sous-ensemble PA l’ensemble d’entiersn:0<n<<q+1(0<q—p) conte- 
sant, s’il n’est pas vide, la valeur n= o. Soit D(r)(r > 0) une fonction non 
lécroissante. Soit, enfin, AEL*. Une relation entre les éléments D(r), A, f, h 
era appelée une relation ®,, et sera désignée par 


Ry= RalD(r), As fh] 
ii de ®, et des conditions 

&4(r) >= D(r) (r> ro) 
fN(— x) orthogonal a A(x) (2e) 


(clestadire fra (— wx) h(x) dx = 0) 


‘ésulte que 

fxrh=o. 

| Ainsi, par exemple, d’aprés un théoréme connu, mentionné plus haut, la 
ondition : e(f)>o(h), &(f) dénombrable, est une relation Ro[o, D. f, A] 
voir [8]). 


l 


apres ve» pore re ud y 
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Nous nous intéressons surtout au cas où A est une suite infinie; ceci ne peut 
correspondre qu'au cas où p= q =», A étant une suite partielle (ou la suite 
entière) de la suite d’entiers 7 0, comprenant la valeur n= 0. Nous verrons 
par exemple, plus loin, qu'une relation R, fournit une condition @unicité pour 


le probléme des moments fe dV =m,(AE A), avec la distribution répandue 


sur un ensemble fermé donné. Une telle relation fournit aussi une condition 
d’approximation d’une fonction sur un ensemble fermé donné (non nécessai- 
rement compact) par des polynomes, ne contenant que les puissances 1€ \À, 
munis d’un poids (approximation polynomiale tempérée). 

Pour pouvoir formuler des relations ®, il nous faut introduire quelques 
nouvelles notions de la théorie des fonctions d’une variable complexe. Soit E un 
ensemble sur la droite réelle du plan complexe 3= x + cy. Nous désignerons 
par P(E) le plan complexe dont on a enlevé l’ensemble E, si E n'est pas la droite 
réelle tout entière; si ER, P(E) désignera le demi-plan supérieur. 

Nous dirons. alors qu'une fonction positive M(r)(r =>o) est une fonction 
associée à E, si toute fonction ®(z), holomorphe et uniforme dans P(E) et v 
satisfaisant à l'inégalité 

| ®(s)|=M([s])|y/7 


est identiquement nulle (voir [117). 
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant : 


Tutoréme VII. — Soit fiEL(0o Ln< q+1), hEL*; sow À l’ensemble vide 
st 4 = 0, l’ensemble des entiers n avec o Zn <q st q est fini positif, et l’ensemble 
de tous les entiers n.0, st q = x. Soit M(r) une fonction non croissante, positive. 

La condition « M(r) est associée à s( f)Na(h)U®, où & est la partie par faite 
de F(f)Ns5(h) (ou l’ensemble vide, si cet ensemble n’a pas de sous-ensemble 
parfait) » est une relation R[(M(r) ‘, As f, A]. En particulier, la condi- 
tion « M(r) est associée à a( f}N5(h) » est une telle condition (*). 


D'une manière plus explicite, le théorème VII s’énonce de la manière 
suivante : 


THéoRÈME VIT bis. — Si la fonction [ D” r)|* est associée à a(f)Na(h), ou 
méme seulement à S(P)NSCh)U SE, et si 


fr at) a0 (ACA), 


l’ensemble ® ct la suite À étant définis comme dans le théorème VIL, alors frh=v. 


ee 


(*) Mest clair que si une fonction est associée avec un ensemble E, cette fonction est aussi 
associée avec tout sous-ensemble de E. 
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Posons 
Oi kal. 
Cette fonction admet des dérivées d’ordre inférieur ag +1 ct 
DE i wh. 


On a, par conséquent, 


LC) LISE Us WAIL. 


On voit, d'autre part, en vertu de lorthogonalité de h(a) avec les fone- 
tions f\‘)(— a)(2€A) que 


o4l(0) = fr TR) de 0: 


Soit alors FC(?)—(D*, D). Sig > 0, on voit, en effectuant n intégrations 
par parties (nr <q) des expressions qui fournissent ®* et D, que 


Ce 3) —=(— 5)" af ot2) (4) ei: dt (y > 0), 
(2) { 

Re —= sf + 9 ON @ az See fh io), 

\ Var qe eS 


ce qui permet d'écrire, en désignant par ® la fonction analytique, uniforme 


dans P[o(2)] égale à ®* pour y > o et a à D pour y 0 


[= 
5 


0 [A Lt 
On a donc aussi 


(3) (2) Ill LORD 171 


Le théorème VI permet daflirmer que ® est holomorphe et uniforme 


dans P(s(f)no(h)u®); elle satisfait à l'inégalité (3); comme la fone- 


tion | @%(r)]-* est associée a l’ensemble s(/)Na(h)UZ, on voit que la 
fonction ® est identiquement nulle. Il résulte alors de 
D(z+ia) — D(r — (a) =| 9(t)e*!""]=0 (25%) 
que 9 =o, ce qui démontre le théorème. 
Nous venons de démontrer le théorème suivant [dans ce qui suit 3 n'est pas 
supposé être de la forme f/x A; cette forme particulière de 3 n'intervient pas 
dans l’établissement de (2) | : 


Taéorème VIII. — Si 9”) EL’ (nS 0), avec || 9’ ||, LM, st gl (o) —o(n _0) 


: ‘ EA? Miao aad Ae 
et si la fonction M(r) = inf — est associée à a(9), onag=o. 
n>1 ’ 


Ce théorème a été implicitement démontré dans [11], 
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oo 


Nous allons maintenant établir le lemme suivant : 


Lemme I. — Soit 2" EL*(n>0), soit À une suite d’entiers non négatifs, et 
supposons que 2'''(0) = 0 pour 7€ À. Désignons par M —; », | la suite complé- 
mentaire à la suite À par rapport à la suite de tous les entiers non négatifs. Dést- 
gnons par D(3) la fonction holomorphe et uniforme dans P[5(2)], égale à d+ 
pour y > o et à ® pour y <0, [(P*, 8) = FC(g ) |. P(z) saus fait pour tout 3 
n’appartenant pas à la réunion des carrés |a—|<a,|y|<a, où E est un point 
quelconque de (2), aux inégalités suivantes : 


: y 22 (0) 


(4) (an) @(s)— > es 


Pea kaalle 
44 


< ET (mL 4 KVm+ss MI). 


En intégrant g +1 fois par parties l'intégrale qui fournit, par exemple, ®, 
et en tenant compte du fait que 9'")(0) =o(AEA), on obtient, pour y > 0, 


mm 


1 oÙR ee ey ee 
ere - EDS f ete de 


1 


Une inégalité semblable étant valable pour ®-(z), pour y < 0, on voit que ® 
satisfait aux inégalités 


m 


1 ok) (o 
(an)? &(s) — UE 
1 


I I 


glut I 


(5) 


METRE 


Il suffit alors de démontrer que les inégalités (4) sont valables lorsque 3 est 
tel que |y|a, |x—E£| a pour tout £ appartenant à o(¢). z étant un tel 
point, considérons la fonction 


me 
sek?) 


®,(w) = wr CLIC) rs [wi— atalf w= dt 


1 


sur le carré 
A—|u—x|<a fu (w—=u+i). 


Ona, d'après (5) 
[Pi(w) [salen |, (m7 < Ym); 


ce qui prouve que pour u= x, || Za 


(overt 


id ve! (ve) 5 
vie an Tate NP eet eel 
| w [4] (22) @(w) — D <>]? 12 
1 


La conclusion du lemme devient évidente. 


(*) L'artifice consistant à multiplier une fonction W(w), holomorphe sur un carré | u—.2x| Za, 
Jo! aa ety salisfaisant à l'inégalité |W(w)|ZA[e|-1, par (w—a2—a)(w—a2+a) pour 
pouvoir évaluer | W] dans le carré, est dû à M. Riesz ([17]). | 


a ESS 
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Nous allons maintenant généraliser la notion de « fonction associée à un 
ensemble » [du moins lorsqu'il s'agit des fonctions M(r) assez régulières |. 
Soit, d'abord, { M, ! une suite de nombres positifs, { 1, | une suite d’entiers non 
négatifs croissants, et soit E un ensemble fermé. Nous dirons que la suite } M,, | 
est associée à la suite M=\u,} (qui peut être finie, ou même vide) et à 
l'ensemble E si une fonction F(3), holomorphe et uniforme dans P(E) (le plan 
complexe duquel on a enlevé E; le demi-plan supérieur si E = R) satisfaisant, 
pour tout a > 0, aux relations 


(ine IT < Yem+i, MN sh); 


(6) 1 


où { d,! est une suite complexe, et où A est une constante, 3 prenant toutes les 
valeurs n’appartenant pas à la réunion des carrés |a—2|<a,|y|<Ca, FEE, 
est identiquement nulle. 
à KT ae Le res : : 
La fonction M(r) = inf — est alors aussi dite associée à la suite {y,{ et a 
T 


u1 
l'ensemble E. On voit, d’après le raisonnement qui a servi a démontrer le 
lemme, qu'une condition nécessaire et suflisante pour qu'une suite {M, } [ou 
la fonction correspondante M(r}] soit associée à la suite | 1, | et à l'ensemble E 
est qu'il résulte de (5). lorsque | y|—a, et du fait que ®(s) est holomorphe 
dans P(E) que ®(3) = 0. | 

Ainsi, lorsque M(r) est de la forme M(r) = inf, être associée à une suite 


n>1 


vide ({ 1, } n’a aucun terme) et à un ensemble E, équivaut au fait d’être associée 
à l'ensemble E dans le sens donné à cette expression à la page 6. 
Le lemme I permet d’énoncer le théorème suivant : 


TaéorÈme 1X. — Soit | M, } une suite positive et soit À une suite d’entiers non 
négatifs, 0€ A, soit 9” EL” (n 0) et supposons que 


g(o)=o(AEA), fle” |-— Me 


Sout re 1 } La suite complémentaire à la suite À par rapport a l’ensemble des 
entiers non négatifs. Si la suite |M,} est associée à la suite {p,} el à 
l’ensemble o(¢), la fonction 9 est identiquement nulle. 


Posons 32——ce, ct désignons par &: l’ensemble des valeurs os telles 
que o—logæ, avec x >a >0, xeéE,, et par & l'ensemble des ¢=log| a 
avec << —a, cE, E, étant la réunion des intervalles (£ —a, £ + a), où E 
est un point quelconque de E. Désignons par Go) et GS 5) deux fonctions 
positives, continues quelcenques satisfaisant aux propriétés suivantes : Si cE, 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 1. 2 


F4 
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dia) I eet 5 PT NEEL Lane enr 
G(s)—=-—ae 7; sl c€6' et 5e6, G'(5)—=1i—ae"; si 5E6,, 
GCs) = ; —ae 7; si 546: ct ES), G(s) =1— ae”. Lorsqu'on a, à la 
fois 546), 566; on n'impose, pour le moment, aucune restriction sur Îles 
fonctions G° (ca) et Gi" (5). 

Les inégalités (6) peuvent alors être traduites de la manière suivante : Dans 
la région A, définie par — rh pad 09 le G AIT, la fonction ®(s) = F(— Te’) 
est holomorphe et y satisfait aux inégalités 


| m 
a, | En" ze 
\ (5) — Sim dy erties | A ze end (OR Y Pm 8 
(7) 1 
\ 
| b(s)| =<" 
“ 


Or, en suivant les méthodes basées sur les séries adhérentes, on peut 
démontrer fe théorème suivant : 

Tnéorème X. — Soit ¥(s) une fonction holomorphe dans une région À donnée 
par 3 >, — 7 (5) 17 6(5), les fonctions positives, continues, G(s)» 
G:(5) jouissant de l’une des propriétés 1°. 2° suivantes : 


1° Les fonctions G,(5), 6.,(c) sont à variation bornée sur |5,, +) avec 
G(s)>=G >», G,(7) = G.> 0 (FF); 


2” Onan Ch, Zi (4) M x, 0Cb6,.—<b,(5) < M, ces fonctions i, (3), 
(3, (7) possédant une dérivée continue appartenant à L? et limG, (a)= ltmG,(s)=0. 


Supposons que dans À les inégalités suivantes soient satisfaites (0 < pay pr +s) 
a . 
F(s) = eth et |< CM, e777 ( tem Vie Eat +}: 
1 
Sotent D'(y.), D respectivement la fonction de densité supérieure de {1.,! et la 
densité supérieure de | u.,!(*). Posons 


C(s) = Sup(gs — logM,), G(5)=G,;(s) 1: G(o). 
4 


el ne à 
SIS + et si 
7% fe du 
(8) ; f C(c) ed bin 21R/C(0)\ dg — w, 


ER 
(+) Moir [5]; D(x) ost défini dé la manière suivante : 


N(: | 
N(u) = + 1,(2>0), . D()= st? D'(uy = Sup D(a), 
‘ rip 


Pace 


D'= limD'(u) = lim .. 
Yan 
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on a pour tout 5, et tout R tels que 


an ’ G,4-G 


¢,—-R>%. Dp eee th ety 
et lout entier positif k, l'inégalité suivante : 
| eg | A(R) pe bY FA FOR Rem, 


où A(R) < x ne dépend que de Ri. 


2% .G, — G, 
a 115 —""——, LT rés, Ms R)= max 


pa | 2 TR RR 


F(s) |. 


SiG, (7) = (3). ces fonctions satisfaisant à 1°, le theoréme X vest qu'un 
cas tres particulier du théorème 3.5.1 de [15]. Mais le théorème © PP ECS 
aussi valable dans le eas où le domaine A nest pas svinétrique. UH suflit, pour le 
voir, de modifier la démonstration de ce théorème en se basant. à partir de la 
formule (3.3.8) sur le théorème 6 de [IT], ou sur le résultat établi dans | 4] Cau 

+ lieu du théorème 2,2, VL du livre [ LP. 
Le théorème suivant résulte alors presque immédiatement du théorème X : 


Tatoreme NE — La suite | M, \ est associée à une suite d’entiers positifs | eee 
à l’ensemble fermé ¥ si les conditions suivantes sont satis faites : 
En désignant par G,(3) et G,( 7) des fonctions positives, continues satisfaisant 


ore = . \ = : ; 
à une des conditions 1° ou 2". avec 3,=— nv, Gy = big = , CL aux conditions qu 


HSE aE: ae : : Pa te = 
poict : iy( 7) = - st TES): Uy(7)=1 st TES), FES); G7) = 5 7Ee,. 
G,(3)=1 st TES. FEG', a étant un nombre positif donné. &,, 6, étant définis, 
à partir de E, comme à la page 9. En désignant par \V et D'(1) la densité supé- 
rieure de \ 1, ! et la fonction de densité supérieure de 11,1 et en posant 

4 


C{z) = Sup(qz— logM,) G(7) = G, (7) + G.(7) 
fic 1 


on a 


= 
ea du 


box ce f Etre J ECS CA LEST Fan'd foutica Me ae 


En effet, si (6) est satisfait dans P(E), (7) est satisfait dans A,, pour touta 20, 
1 | tare. nel finis ste ’ Dente GE SHE tT 
assez petit, avee G4(6), Gls) définis pour 3 tel que 7ES), TES, respect 
vement par | 
Gt(s)=G(s)—ue 7, Gr) = Gi (oc) =e. 


La relation (8) a encore lieu si, pour @ assez petit on remplace dans linte- 
| grale G(3) par Go) = G (4 D (5). car, a étant petit ete étant grand, on à 


$ du = du =f 
ae TOT oe ak oe if AT OCI FS C 
co . G(u)—2D [O(a] Jf, G,(u) — 2D'IC()] 


ey re 
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- . I is : . I Bye : 
En choissant aZ(5—K je" ", où ao, DCR< 5: on voit que 


pour o.o,—R 


Gi() XR, G2(e) SR. 


On peut ainsi appliquer le théorème X, ce qui fournit 


| d,| 2 A(R) pxM,M(s,, R) e?*7:, 


où M(s,, R) est, cette fois-ci, égal a 2A e"—*(7 — 2R)*. Comme p.,—1 > 0, on 
voit, en faisant tendre o, vers — oo, que d,=0(k>1). Ainsi, dans A,, ona 


A 
|®(s)|a 7 Met? (g=P)- 


On a donc dans cette région log|®(s)| <— C(5)—p, où p est une constante 
(qui dépend de a). Comme 


Fu 


f oc Glu) dg — ©, 


on à D(s)= 0 (*). Done F(z) =o, et le théorème est démontré. 

Les théorèmes IX et XI fournissent immédiatement une condition explicite 
portant sur les suites {M,}, A et sur 5(2) pour que de || 9” || <M, (Xo) 
et o!(0) =o(AEA) résulte que p= 0. Si l'on applique le résultat qu'on 
obtient ainsi à la fonction 9 = fxh, où fEL, hEL”,avec f f’(— x)h(x)dx=o, 


c'est-à-dire (0) =0(AEA), en tenant compte du théorème VI, on obtient le 
théorème suivant : 


THéoRÈME XII. — Soit f EL(n 0), hEL*. Soit À une suite d’entiers non 
négatifs contenant À —0, et désignons par D, et D(X) respectivement la 
densité inférieure de {i,|= A et sa fonction de densité inférieure | c’est-à-dire 


D.G)= infD(æ), limD,(A) =D.]. SD, > ns 
[P%(—2) h(x) =0 beau 


el st, en désignant par Gi(5), G:(5) les fonctions définies dans l’énoncé du théo- 
rème XI et correspondant à E—5s(f)N5(h)UÆ, où ® est la partie parfaite 
de 5(f)ns(h), ona 


du 


PA 5 = 
(9). Î log®}(o) @ -f G(u)-+2D.[los O(n) ]—* yp — œ, 


(*) Ceci résulte du théorème 2.4.1 de [15] (voir [7]) généralisé, dans [11], pour des régions non 
symétriques assez générales. À, est une région à laquelle cette généralisation s'applique. 


peau 
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où ,(5) est la dérivabilité de f, et où G(u) = G,(u) + G,(u), alors 
Tek=6, 


Si Von ajoute aux hypothèses du théorème XII l'hypothèse ze L. g x 4 — 0, 
l'ensemble E dans son énoncé peut être remplacé par l'ensemble 


E,=s(f)ne(g)ue 
ott, estla partie parfaite de CP) n eC gy), car, d'après le théorème I, 
c(g)>e(h). 


L'emploi du théorème de Banach-Riesz permet d'énoncer le théorème suivant 
(vor [12 |) : 
‘Tutoreme NUIT. — Soit f" EL(n No), gel, et soit A —\}h,! la suite définie 


dans l'énoncé du théorème NW, avec D> *. Désignons par G,(a), G.(a) les fonc- 


tions définies dans l’énoncé du théorème XI et correspondant à K= s( (a) UE, 


où T, est la partie par faite de 7( f) Neg), et soit 


G(u)=Gi(u) + G(u). 


Si l'intégrale (9) [avec G(u) défini comme dans | ‘énoncé actuel | diverge, quel que 
soit a réel, f(x+a) est un point te dans I, (avec la topologie de 1.) des 


expressions de la forme is: f}"(æ) Pire g(E,+ x). Autrement dit, la ferme- 


t=} fee | 


ture de l’ensemble des combinaisons linéaires de cette forme (dans L) contient 
l’ensemble -(f) (la fermeture des combinaisons linéaires des translatées de f). 


Désignons par A, l’ensemble des transformées de Fourier des fonctions 
appartenant à =(f). I résulte du théorème NUT que si WE A,. à tout eu 
correspond an polynome ne contenant que des puissances D et une expression 


de la forme Sec! “* (els que sur R 


1 
x | 


Wi(2)— P es F(x) —Y c, en" G(r) 


1 


snk = - 8 /), G— &(Z). 
Comme, FA ta soit vel, WF = (4 x/)EA l'inégalité 


rer trs eut — 
2k 1 v 
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est réalisable quelle que soit la fonction W de A, P(x) étant, comme plus haut, 
un polynome ne contenant que des puissances de la forme 2'"(A, € À). 

E étant un ensemble fermé, il existe une fonction g€L satisfaisant a la condi- 
tion o(g) = CE(CE étant l'ensemble complémentaire de E par rapport à R). Si, 
en effet, CE est la réunion d’intervalles finis (7 1) (CE = UI), en désignant 
par £; et 27; respectivement le milieu et la longueur de Jj, désignons par | a; | 


une suite positive telle que PACES 1)< x. La fonction 
g(x) > Ont; 0 (best) ein 


a les propriétés voulues. On a alors G(u)=o pour wEE(G = &(g)), et, quel 
que soit fEL, ona s(/)ne(g)UT, CE(&,, partie parfaite de o(/)ne(g)). 
Ainsi, le théoréme XHE conduit au théorème suivant : 
Tutorkme XIV. — Soit fi EL, F=G(/). Soit A une suite d’entiers non 
négatifs contenant / = 0 et supposons que D >> =. Soit Eun ensemble fermé sur i. 


ct désignons par G,(7), G,(a) les fonctions définies comme dans l'énoncé du 
théorème XW. Posons G(5)—6,(5)+6,(0). Si (9) « lieu, quelle que soit la 
Jonction W de À, et quel que soit <> 0, il existe un polynome V(x) ne contenant 
que des purssances x’ (hE À) tel que, sur K, 


|W (2) PA) || F(x) |<. 


Comme toute fonction &(2), continue sur R, avee lim (2) =o, est une 


CT ECS 


limite uniforme des fonctions de la classe A, ona 


Conontame. — Dans le théorème XW, W(x) peut étre remplacé par toute fonc- 
tion continue D avec lim D(x) =o. 


FU 


On obtient aussi facilement des conditions pour l'unieité du problème 
généraldes moments 


pe dV=m,  (hEN), 
la mesure positive V étant portée par un ensemble fermé, donné E. 
PnéorÈME XV. — Soit E un ensemble fermé, soit |i, |= À une suite d’entiers 


i fn. , I . . 
non négatifs contenant À}, — 0, avec D > set soit ÎM,} une suite de nombres 


réels. Supposons qu'il existe une mesure positive V portée par K tel que 


(10) fé-av=, (Reste): 
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oa 


Soit G(c) la fonction définie duns théorème XIV et posons 


(11) C,(¢)= Sup (A,¢— logM,). 
mend : 
4, — pair 
St 


co ; 
hc du 


{ Des Cle 2 DTG) =? do = ©, 


la solution V de (10) est unique. 
Soient, en ellet, V= V, et V = V, deux mesures positives portées par E et 
satisfaisant à (10). Posons 


hu) = | cil dV,— dN, |, 


ce 


et soit (il, H )=#eC(24). On voit facilement que 
ha(o)= 8 | nl dV,— dV, |=0 
el, pour /, pair. 5 
|] Zest? || 2 t'=| dV, + dV, | = 2M, 
c'est-à-dire 


C(z) = Sup (nz — log)” | )=— loge + Sup (2,8 — logM,) =— log + Ci (a). 


u2-0 dn—vair 


On voit aussi que pour y > 0(s=2+1y) 


fe IA = / 
rx + fy) — Ue (a ty) = 2ly J D, 


ce qui prouve que, sila, b]CCE, ona 

lim| H* (a + iy) — H-(a# — ty) |= 0 

Te 
uniformément par rapport à æ sur [a, b|. Ainsi o(h) CE. Les théorèmes IN 
et XE permettent alors d'affirmer (voir p. 9, 11) que ho. ce qui prouve que 
les deux mesures V, et V, sont égales. 

Si EK est contenu dans la demi-droite réelle positive, on peut, dans la-défini- 

tion de C, (5) {formule (11) | enlever la restriction « A, pair » (°). 


Sur quelques propriétés arithmétiques du spectre. 


La transformée de Fourier-Carleman a aussi un sens pour des fonctions qui. 
sans appartenir aL’, ne croissent pas trop rapidement avec [x]. Carleman [3] 
CN 

(6) Voir notre Mémoire [12], ainsi que la Thèse de J. P. Kahane ([5]), of d’autres résultats 
concernant Vapprosimation polynomiale pondérée et les problémes des moments sont établis. — 
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a étudié en détail les couples (F*, F~) pour les fonctions f dont la croissance 
est, par exemple, comparable a celle dune puissance de a. Il est clair que le 
couple (Ft, F-) peut être défini, en général, pour les fonctions f localement 
mesurables et telles que pour tout <> 0, on à /(x)e *""eL*. On peut ainsi 
définie pour une telle fonction l'ensemble e(/), c'est-à-dire la ré union des 
intervalles à travers lesquels on peut prolonger F* en F°.1Pen résulte la défini- 
tion du spectre o(/), qui est l'ensemble complémentaire de l'ensemble e(/). 

Nous considérons ici une classe particulière de ces fonctions, définies de la 
manière suivante : Soit S(u) une fonction positive non décroissante telle que 


2 Fu 


(1 


Nous désignerons par C(S) la classe des fonctions / localement mesurables 
qui satisfont à la relation 


f(r) =0 


itl] (Chae lec 
Nous avons démontré dans [LO] que st S(w) satisfait à la condition (12). 1 


existe une fonction 4 re ) possédant les propriétés suivantes (nous citons et d 
résultat avec un choix particulier des constantes). 


aS) 
h(s) =| a aa (v >). 


A . ee I > . 
I existe une suite positive {4}, avec Lh, = ;, telle que la fonction 
4 


Posons 


. sin 
> 7 % 1: Ss 
(13 RSS eee 1 4 sinh, = 
CSL 27 5 4 hy, 


est une fonction entière (le produit convergeant uniformément sur tout 
compact). La transformée de Fourier A*(u) de ¢*(2) est de la forme 
Le ky 


pom 

Py ae 1 RS x 

A (1) = lim oe 1 CYR de | By (e+ 4, +... 4,) dt, 
es a 


Rina 


OU (u)==1 pour 


ul Zz, F,(w) =o pour |u| > 7 


, ‘ % 
Si les suites positives | 1,3 Obl ull cha ook a ne avec limd, = 0, limg, ==, 
sont telles que 


on peut choisir les constantes &, dans (13) (tout en ayant Sue 
sorte que 


) de telle 


A _ 


(14) [8° (dn 5) PETITE es. (nn) 
bao) a? pats 


| 


a 
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Il est clair que A*(w)=o pour |u| 1 et A*(u) =r pour |u| ~-Il est 
d'ailleurs facile à voir que cette fonction est indéfiniment dérivable. : 

La fonction S = S(u) étant donnée, la fonction £* que nous venons de définir 
sera désignée par ¢5(3). 
Comme je l'avais indiqué dans mon Mémoire [10]. l'existence de la fonc- 
tion £°(3) résulte d'un théorème que j'ai démontré en 1941 (voir [9]). Sous 
D forme moins précise, une fonction entière d’une croissance semblable a été 
utilisée par Agmon [1]. La construction d’Agmon est une adaptation d'un 
lemme de Levinson [6]. 

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme suivant : 


Lemme I]. — Soit S(u) une fonction non décroissante. Soit fEC(S) et soit F(s) 
la fonction égale à F* pour y > et à F- pour ee Us DUE GE) CCR) 
St = est un point isolé de 5( f), = est une singularité isolée, non critique, de F dont 
le résidu a est fourni par la relation 


(1) ST —— il BOEO et di 
pour lL suffisamment petit. Cette intégrale est nulle si |= — 1. = +1]Ccf). 


Sil>o est tel que [2 —/, 2+ 2] ne contient pas d'autres points de 5(/f) 
que 2, on à pour a > 0 


[ro See exit dt 


I DE IS | (a + da) — Pew ia] de 


== ffe(fon)-eba) Jo 


sole. sf 


al 2 | [Fu + fa) — Fr ia) | le ne Fis) ds. 


2 | (F(u + 52) — F(u—ix)]du 


C étant un rectangle de centre 2, dont les côtés, parallèles aux axes. sont. 
respectivement, de longueur / et 22. L’ intégrale sur Cest prise dans le sens 
négatif. Cette intégrale est égale à — 27a. Lis trois autres intégrales a droite 
dir dernier signe d égalité tendé ‘nt vers Zéro ayee 2. | P 

La classe ae fonetions C(S) a été considérée par Beurling [2]. Pour ces 
classes il a démontré le théorème d'unieité spectrale, c'est-à-dire le fait que la 
fonction est nulle si son spectre est vide. Ce théorème résulte du lemme IL, tres 


_ élémentaire (une fois notre fonction 2* introduite). immédiatement. Mais. nous 


TA 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. 1. 4 ° 
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introduisons cette classe CCS) dans un tout autre but, qui est atteint par le 
théorème de caractère arithmétique qui suivra (th. XVI). 

Soit fEC(S), et supposons que o(f)c(e, a), (c >— 2). Il existe une 
fonction f(z) holomorphe dans le demi-plan y >o et telle que, pour tout N>o, 
ona 


(16) tim fo Sle = ty) —f(2)|da=vo. 


En effet, pour l> @, ASSeZ petit, eL a ip | ae on a 
PE ed i= a (lx) f(x) etreL’nL. 


et o(p)C(o, x). Al résulte alors d’un théorème établi dans [13], qu'il existe 
une fonction Cz), holomorphe et bornée pour Ya telle que, peur N> 09, 


N 
lian 4: | file + iy) — p(2) | dxr=0 
\ yu en 
fear si ta fonction ¢ EL est telle que D(u)=0 pour uo, D(u) 0, 
pour “<0, D — G(z), on ac kp — o|. Or N étant fixe et L'étant assez petit, la 
fonction 2,(3) LU he e “= est holomorphe dans la bande [æ!ZN et 


lou a 


N 
fim if |fi(s) ges) — f(x)! dr =o. 
AOL) x 
Comme, pour L et L assez petits ona aussi 


: 
ti fo Ufa 2) ¢0(2) SiC) Gel 2) [or =o 
BOS Fi 
on voit que, pour d'assez petit, la fonction /(3) = (5) 245) est indépendante 
de 2, et satisfait à la relation (16) 

Si fEC(S), avec 7(/)E(c, %). (ce >— x), nous dirons que la fonction /(s), 
holomorphe pour y > o et satisfaisant à (16), est le prolongement généralisé 
def dans le demi-plan y > 0. ; 

Supposons qu'il existe un intervalle (a, b) avec o La <b 27 et un 
nombre d tels qu'il existe une fonction /(3) holomorphe dans la région H qui 
est la réunion des -demi-bandes a +2zr <a b+ axa, y > d, x prenant 
loutes les valeurs entières, et du demi-plan y >0. Supposons, en plus, 
que pour tout 2>0 et tout ¢>0, f(s) satisfait, dans l'intersection des 


regions H..=H—\) Ds, €), y Ce, où D(a, €) est le disque [3—2,|<e, 
ECU. 6 

à la relation /(s)=O[e*'"'], la fonction f(s) étant égale au prolongement 

sénéralisé de /(æ) dans le demi-plan supérieur. Nous dirons alors que le 

prolongement généralisé de f peut être prolongé analytiquement directement 
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à travers (a, b). modulo 27, jusqu'à la profondeur d, et que ce prolongement 
appartient à la classe C(S) 

Désignons par [uv] la rte entière du nombre réel wu et par (uw) sa partie 
fractionnaire : u—[u]+(u). 

A étant une suite appartenant à o( f), désignons par Q, la suite des valeurs 
prises par les quantités (A), où 2 est un élément quelconque de A. Si o eQ\, 
désignons par A° l'ensemble des % pour lesquels (A) = w. Désignons par 2” le 
plus petit terme de A” et par v” le nombre des termes de A” (v peut être égal 
à + æ). 

La suite A[de points appartenant à 5(/)] est dite uniformément isolée 
dans SP), S'il existe un nombre positif g tel que | intervalle (A—q. 4+ 4), 
pour tout À de A, ne contient aucun autre point de ¢(/) que 2%. Posons 


Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théorème suivant : 


‘Tnéoreme XVI. — Soit S — S(u) une fonction non décroissante vérifiant la 


condition 
js se du <=, 
wa 


et posons 


CPE 0) 


Sout fEC(S), avec s( f)C(o. ©). Soit A une suite untformément tsolée 
dans c( f). et désignons par a(7.)(2@ A) le résidu de }. (°). 

Supposons que les éléments de Q\ — la partie fractionnatre de À — sotent 
isolés, que tout ET f) avee (2) EQ\ appartienne à \ (*) et que 


(17) “(À ja ) = (0°) (HE!21. d°->0), 
(18) lim a = 0 (HE. do). 


Si le prolongement généralisé de f peut étre prolongé analytiquement à travers 
un intervalle (a, b), modulo 2%, jusqu'à la profondeur d. ce prolongement analy- 


tique appartenant à la classe ECS), on a 


(19) lim aay carey d. 


(7) Par Je résidu de 7 il faut comprendre le résidu de % comme singularite de Fis) [FP == 


pour y >o. F=F- pour y <o, (F" Pret] 
(5) C'est-à-dire qu'aucun point a st fy) —* ne peut avoir la même partie fraetionnaire qu “un 


point de A. 
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20 
Choisissons une suite partielle |, | de l'ensemble Q, jouissant des propriétés 
suivantes : 
Cette suite ne contient ni le point infQ\, ni le point supQ, (*); la 
suite |}? est (strictement) décroissante: g étant tel que (4 — q, À + q) (AEA) 
ne contient pas d'autres points de 5(/) que A, ona 


: grate 
Diy — Dip | < min FH ) 


i 
\ 4 2) 


pour tout couple (2. p) d'entiers positifs. 


n—1 
» I ye —< : 

ae UNE VO Ors 
À 1. Un 

nn = 

1 

V AG le 
aye hi —|x=—-= =; 

We oun gn ? 


4 2" est supérieur au plus grand terme de A, 


New, 
r 


+ = a5 . , pe ° Nx 
En posant 24,=5"". g.=4"", considérons la fonction =: 
à (14) (ce qui est possible en vertu de 3°), et posons 


On a, évidemment, en vertu de (14) 


atisfaisant 


Nn 


(20) Lots) zee irl sus rea Fay = Le), 


où ec est une constante, et où. L(æ)eL, cette fonction tendant vers zéro 
lorsque || tend vers linfini. 


Posons 
I 
tra) os 
2 (= ) 1— es 
et considérons l'expression 
(41) As) =f S(s) 9(s) U(s — 3) ds, (Yo> 0) (s=o-+ it), 
== Be Diy 


où f(z) est le prolongement généralisé de f. Cette intégrale converge unifor- 
mément, par rapport à s, lorsque s varie sur un compact situé dans le demi- 
plan ¢>> »,. En déformant convenablement le contour d'intégration, on voit que 


:*) Un de ees points (ou les deux) peut appartenir à Q 1. 
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la fonction A(s) est holomorphe dans H. On voit aussi que pour £ > y, on peut 
écrire 


n =Ùù tae 
» 
Ya WS, psp a— tin +) x Sa 
=), ees r fe mEf(x) 0" (l,r) dr. 
a8 p=! 


Nous allons maintenant calculer la valeur de 
Na,p= lp fee ons f(x) à (ie) der 


Soit£ec(/f). Si[£] 2, on a, en vertu de 1° : 
|2—(n+p) =|(2) —%,+[Z]—2|X1—-{()—», Di — 97) = drap; 
car, comme w, > 2" et ow, +2" 1, ona, si (£) >, 


1— 6°r>1— op, > (E) — w, 


et si (2) << ,, ona 
1— 0°P p> &p— (2). 


Si, au contraire, [£]— 7 on a, si (£) ~ w,, en vertu de 1”, 


z— (n+ op) ee 20», 


et, si (£) =o, il existe un 2,,EA,, tel que £ — 7. Autrement dit, si?€5(/), 
excepté le cas où £=2,CA,,; [Am] =n, ona 


LE — (n + op) ip 


D'autre part, à chaque x correspond au plus un couple dentiers (me, p) tel 
que |An»— (n+ o,)|—< 1 Si, en effet, on a simultanément 


|Am— (n+ %p) |<, \2,.— (n+ o,-) | Z/,. 


on aurait |A,,—A,|—4,+4+| ,—o,| et, en vertu de 1°, on aurait |A,,— 2.1 <q. 
ce qui prouve que À, = À, m=s. Mais alors, on a aussi | ©, — ©, [ja 1,+ 1. et 
si, par exemple, on avait r >p, om aurait. o,— 0, |< 2l,=e"", ce qui est 
impossible; on a done aussi p—r. 

Il existe une infinité d’entiers positifs » tels que pour un. et un seul 
couple (m, p) on à A,»=n+,; pour tout ZEa(f) qui n'est pas de la 
forme 2 =An=n+o,, ona[£—(n+o,)|>l,. Done, en vertu du lemme IL 
Si Ân= N+ Op AnEA, OMAN, p=— 2ra( À, ts pour tout autre couple (7. p) 
ora'N, == 0- : 

Il résulte de (18) et de 2° que 


OU 
(22) lim 5— Er 
| In 
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/ . : 4 à É ie NE LEE 
{ Fei An! est la suite extraite de Let qui est la réunion | JA , la suite f,,! 


2] 


étant définie comme plus haut. ) 
Comme dans (21) v, >0 est arbitraire (positif), on voit que pour f> aon 
peut écrire 


x pe wf 4 
PRE AS) = È ei Ar Engin, — = 


Te Pre 


ot TZ, ] =r. où g,, est le plus petit terme de ACW Cg, = 2), et oll p,, est 
donné par la relation (7.,,) = @p,,. Ainsi. on a les inégalités 


Sia << [a | += A+ I. 


: li k 
93 un —- =o, 
( ee Wy 
et, d'après (18) ct 2", aussi 
Vago) 
a KP = 3% Wie pea 
pz, y + y Punk == 0 (ny). 
m1 
On en conclut que 
h—=lim log] by fo n meal ARS : nm ORL | 
rs REZ > Les 7 


a hae 1 


Mais, d'aprés le théorème de Fabry, (23) indique que la fonction A(s) admet 
la droite <= comme coupure, et, d'après la définition de d, on doit avoir hd, 
ce qui prouve le théorème. 

Pour les applications du théorème XVI il est intéressant de faire la remarque 
suivante : 


Si S(u) est une constante, la condition (17) est automatiquement satis faite. 
1 


St S(u) = loga, la condition (17) est équivalente à la condition lim(s”)”’ = 1. Et, 


7. 
enfin, lorsque S(u) = u?(0 << %< 1), cette condition devient 2° = 0 | (cr = 


Le théorème XVI peut ètre appliqué aux séries de Dirichlet, il fournit alors 
une autre démonstration du théorème principal établi dans [10 |. 
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HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE 


Par M. J. DIXMIER. 


= = 


INTRODUCTION. 

Soit A un anneau de Lie, c'est-à-dire un groupe abélien muni d'une multipli- 
cation, notée (2, y) {[æ, y]. doublement distributive par rapport à l'addition, 
telle que [æ, æ]—0, et vérifiant l'identité de Jacobi. Soit O un A-module. Le 
groupe de cohomologie ordinaire H°(A, 0) sert à classer les extensions B de A 
par © qui possèdent la propriété suivante : le groupe abélien B est une extension 
inessentielle du groupe abélien A par le groupe abélien ©. Nous nous proposons 
de définir de nouveaux groupes de cohomologie, que nous noterons HJ"(A, 0), 
tels que HJ?(A, @) permette de classer toutes les extensions de A par @. Nous 
ne résoudrons d’ailleurs ce problème que si A est sans 2-torsion, c’est-à-dire si 
la relation 22 =o dans A entraine x — 0. 

Pour définir les HJ"(A, 6), nous construirons un complexe standard. Un 
complexe analogue, pour les anneaux associatifs, a été obtenu récemment par 
S. Mac Lane. Les conseils de S. Mac Lane m'ont d’ailleurs été précieux pour 
la rédaction de cet article. 


Notations. 


~ 


On désignera par: P l’ensemble des suites finies non vides d’entierss =2: 
par P’ le sous-ensemble de P formé d’une part de la suite réduite à (2), d'autre 
part des suites finies non vides et non croissantes d’enticrs 3. Si py, ....pr€P. 
on désignera par (pi. .--. pr) l'élément de P obtenu en juxtaposant les 
suites pa, ---, px (dans cet ordre). | 

Pour n—2, 3, ..., 3, (resp. A,) désignera le groupe des permutations 
(resp. des permutations paires) de {1, 2, ..., n}. On notera (xs... Le 
l'élément 5eS, tel que s(1)=ûù, ---, s(n)=m% On appellera: trans- 
position une permutation qui échange deux entiers distincts et laisse les 
autres entiers fixes. On désignera par Sf(p, q) l'ensemble des permuta- 
tions (Es, >.» Ups Jan: iz Ja) © ong telles que t <<... ip ja Le + + Jig? PAT 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. 1. 4 
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Sf (p,q, r) l'ensemble des permutations (U1... -. Ups fase. Ja L'ART Pere 
telles que 
dice kr DEN IAE Ne 


Pour p—(pr, :.., Pn)EP, on désignera par 5, (resp. A,) le groupe 
pees sn, (TOBD Es OS X,,). Les éléments neutres de tous ces groupes 
seront désignés par e. Pour s€eS,, on désignera par £, la signature de c, égale 
à +1 si o est paire, à —1 si o est impaire. Pour s—(5,, ...,5,)ES,, on 
pesera Es == €, « +. €c,e Pour 8, 8 'ES,, ON a fgg = Egég- 

Pour tout entier n, on emploicra pour (—1)" le symbole p(x) d’Eilenberg- 
Mae Lane. 

Soit A un anneau de Lie. Si ri, .... 2, EA, on désignera par[a,, ...,æ, |le 
crochet itéré défini inductivement par la formule[x,..…..æ,]—[[x,.....x, |,æ, |. 

On désignera par Z Fanneau des entiers rationnels. 

Pour éviter des difficultés typographiques, nous écrirons, par exemple 


a] 


Si (ty eee, Opi frs +++) Jn-p) EBE(p, —p), 1<P LR IATA — p; 


au heu de 


+ : 
Hin ee dp fn dn — EST (php) I< pcan, layen—p TT 


EHAPITRE L 


Les Groupes ILS, (A) ASSOCIÉS A UN GROUPE ABÉLIEN A. 


Nous allons d'abord définir une théorie de Fhomologie des groupes abéliens, 
adaptée à Fétude ultérieure de l'homologie des anneaux de Lie. 


1. Les Groupes Z,(A) ET LES nomomorpnismes D, U°., @. — Soit À un groupe 
abélien. Pour peP, on désignera par K,(A) l'ensemble des applications de S, 
dans A, et par Z, (A) le groupe abélien libre engendré par les éléments de K, (A). 
Soit K(A) ke réunion des K,(A) pour peP. Soit Z(A) la somme directe 
des Z,(A) pour pEP, somme directe qui admet K(A) pour base. Soit 


ATTI TERMINER PE Pr) SP, pret .4- pag 2h —=n } Pim(A)- 


Alors, Z(A) est Somme directe des Z'(A) pour no, et Z(A) sera considéré 
comme gradué par les Z'(A). Un élément de Z"(A) sera dit homogène de degré n. 
D'autre part, tout élément de Z(A) sera considéré comme d'ordre 1. On appellera 
degré total la somme de l'ordre et du degré. 

Si 4EK,(A) et 4'EK,(A), la fonction s— a(s)+ 4/(s) est un élément 
de K,(A). I y a donc lieu de distinguer entre les opérations « formelles » 
daddition et de soustraction dans ZA), et les opérations « fonctionnelles ». 


sue ir 
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On emploiera les signes + et — pour les opérations formelles, les signes + CE = 
pour les opérations fonctionnelles. 

Pour pEP cts€,, soient ®,, &, les automorphismes du groupe ZA) qui 
permutent entre eux les éléments de K,(A) et qui sont tels que 


(®,a) (t) =a(s“t), (Pau) (t) = égu(s't) 
pour tout a€K, (A). 


Leuue 1. — ©, D, = D... 


En effet, on a 
(Ps Oy «) (t) = és (Py) (St) = ggége(S' st) = egg u((Ss’)-'t) = (Bas « \(t), 


d'où le lemme. 

Soient p= (py, ..., pr) EP. TED), p=(p..,.....p..,)€P. Nous allons 
définir des isomorphismes W., W° du groupe Z,(A) sur le groupe Z,(A), 
consistant à « permuter les variables ». Pour cela, on définit, pour tout aE Ky (A), 
les éléments Wa, WaeK,,(A) par les formules 


Pate eva) =#(0i 5, 0), 


(Y'a) (s- 1(t}y =) T=1(n)) = pie; otf PiPj) (ss, Bacay Th), 
où 7,E%,...., €, 


Leuue 2. — WW — W.... 
En effet, ona WLViceK,,.. 514; Spee lA), et 


(PL, a) (CRE =t{1)9 ++ 3 Sots 1H) = p(n) (Vp a) (CE Ngan ae! D) 
= p{n)p{(u')a(s:, ..., 74), 
avec 
R= Liu Pr *wPr— j= Leger, ett) PiPj = DATES Tes AI V7 VE 
Ww Li vor Lili 
On a alors 


Wiens  Lii<ÿ, TO > TC), HO <I) rip 
+Ei<j, Tr) >TQ) FO ZT QG) Hub; 
+Ei<y (> TG), re) <r) je 
HE, TZ TO), HO) <I) Pis 
= Efi<j,r()> T0), CG) > 7) pur 

4+ 3{i>y, T0 > TG), (4) <TT'() ip; (mod), 

dene 
was Si<f{,7@O>rdrO>S TU) le _ 
+B fi<f <7), HO > (/) [Pipi = Aa ere Pil 


D'où le lemme. 


Lewme 3. — Soient p—(p:, -... pry €P, LT UMR 7) E Dye LES 
= (Tor og ee, Towa) On aw, dv. 
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En effet, 


/ er LA 4 pre À £ #55 5 : 

(PY, Dy 2) (o>. LEE ome 39 Ty 1(h y= p(n) (O72) (41, “gen or) = p(n) a(t A, “a? vee Th) 

(Dy Wa) (Fe ++.) Toth )= (a) (tetas is ce TT 5h ) 
eup(n')e(t 10e cr) 


ll est clair que <= €. D'autre part, 


n= lié iso PiPj = "- 
D'où le lemme. 
Soient p=(pu, ---+ Pn) EP, avec BN a et 


P= (PG 3: 1a + Pay EP. 


SoitcEeS,. Nous allons définir un homomorphisme Q° du groupe Z, (A) sur le 
groupe Zp (A) consistant à «fixer la t'èe variable égale ag». Pour cela, on définit, 
pour tout 4€ K, (A), l'élément Q,aeK, (A), par la formule 


(9254) (oi, cs Oits Seats 9429 GR) SHAT, ee) Dis Ts Orsay «+ +5 Oh)- 


Dans les énoncés des lemmes 4 et 5, les signes qui interviennent ont une 


signification fonctionnelle et non formelle. 


LEMME 4. — Soient 


PP, PER (Eros Th) E Bp, ie {4 Zp... 4, AX, TES). 


Ona 
25 te eee a de ee 
En effet, 
CODEN Sh OT (Oyo oe tong Clays ee ye} 
== (5050) (G1, ed Oty Oy OR in «oy Ok) 


> 2 — 1 e— 
Bees ea (trio users Gin ts ET: ce RD 
i 
cy a o ’ =! 
&, - ++ Er, (Q- 1 ai Orsi nth eie it. ate oe) 


= ez, (D... 


nas ce) Ags gen 50) 


d'où le lemme. 


LEMME 5. — Soient p = (pi, ..., pr)EP, TEM, sens _.. Ona 
QE UL p(Ze-1 tick, ist Pvt (i Ph 2-1 kick Po (à PRY En QE , 

où EX, 4 est défini de la manière suivante : soient 0 l'unique application 

croissante de {1, ...,h—1} surir, ..., T4(é)—1, TG) +4, 4, hk}, en la 

permutation de 1, ..., 7*(t)—1, t*(t) +1, ..., A} qui transforme le km 

terme de la suite (1, ..., 7*(t) —1, T*(t) +1, ..., h) en le ke terme de la 


suite (7*(1), ..., (ir), T(E), 0, T(A)); alors, /—-*= 0-4. , 


crypt 
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En effet, 


oi" 
(DES a) (Gays rs Tears Seta) «ce Can) 

= LM à 

— (Pa) o- pti wea y Ta -s7 ap, Fy F-15741 5 Cet) 

EP ES 

= pi; East P/Pe) (Gi - es Tri Fy Fo tps = +9 Fh) 


= Y = 1 
= pee, rije=i Pipe) 2 LE NT (rc De es aie 2 07) 
ss > y 
= p( Seay cite Prot Pk + As shies Ps OP k) 
M Orta 
1 Ce ~ QT D) TEEN Goer pag Geta se» Cet) )s 


LT 


d’où le lemme. 


2. Les Grovpes Y,(A). — Soient L un anneau de Lie, æ,, ...,æ, des éléments 
de L(n=2). Pour tout sE%,, soit y; —[Æsu, -.., Lzin) |. Soit 7 un homo- 
morphisme d'un sous-groupe de L dans le groupe abélien A, défini aux points y. 
L'application 5 (y) de $%, dans A sera notée Re Re me OU 
notera J,(A) l'ensemble des applications de $, dans A du type précédent. 

Lemme 6. — Soit L(X,, ..., X,) l'anneau de Lie libre engendré sur Z par les 
indéterminées X,, ..., Xn- Sout a€gkK,(A). Pour que ae, (A), i faut et il 
suffit que toute relation Z-linéaire vérifiée par les [Xoui, +++, Naim] (où © 
parcourt %,,) soit vérifiée par les a(c). 


Si a vérifie la condition du lemme, il existe un homomorphisme 7% du 
sous-groupe de L(X,, ..., X,) engendré par les [X;, -.., X,x] dans A tel 
que a(5) = n([ Xau ---> X,,]) pour tout sé 5, donc 


a—=(L(X;, res Ka} Nn; Xi, Oss) X,)EJ,(A). 


Réciproquement. sa —(L, 0; Lis æ,), toute relation Z-linéaire vérifiée 
par les [Xai1), ---» Xs ni] est vérifiée par les [æu, ---: Loin], done par les a(o). 
Soit p—(Ps ---> Ph) EP: On désignera par JA) l'ensemble des a€K, (A) 
tels que, pour touti—1,...,/h, l'application partielle 5; + a(s, ...,c,...,0) 
de %,, dans A, où l'on fixe arbitrairement les variables 5,€$,, pour #1, 
appartient à J,,(A). Si p—(x), on retrouve l'ensemble J,(A). Soit J(A) la 
réunion des J,(A) pourpeP. Les éléments de J(A) seront appelés applications 
jacobiennes (à valeurs dans À). On désignera par Y,(A) le groupe abélien 
libre engendré par les éléments de J, (A); ce groupe est un sous-groupe de Z, (A). 
La somme directe des Y,(A) sera désignée par Y(A); elle admet J(A) pour 
base; on posera . 


Yr(A)=ZE{ (pr ---s Pry EP; prt: +++ Pa— 2h=n}Yp(A). 


On a Y(A)CZ(A), Y"(A)CZ"(A). Le degré, l’ordre et le degré total sur Z(A) 
induisent un degré, un ordre et un degré total sur Y(A). : 

La somme ou la différence (au sens fonctionnel) de deux éléments de 4,(A) 
appartient à J,(A), comme il résulte aussitôt du lemme 6. te 
3¢ 
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= a Te 
LEUME 7. — Soient p—(p;,, .... m)eP, 4€, (A), 1€i1,n-%; hi, 
zy l'élément de $,, qui consiste à transposer x et 2. Alors, 


GCs tes on 101) = Ay 22700 OH) 


Il en résulte que a est parfaitement déterminée par sa restriction à ae 


En effet, soit b l'application de &,, dans A obtenue en fixant 53, .... G1, 
erat. . On a bes, (A), done b=(L, 4; a, ....x,,). Alors 
DST) = (| LG; Tits Ha; Ry (2) 0809 V6; xy(pi) |) = Gl Ler. Posts Loue ++ Ba,inp |) 
== — (| Lost Lots Less +> Loy |} = 4(Gi)- 
D'où le lemme. 
Lemme 8. — Soient a —(4,, 4; 2,....,æ,)et7€e%,. On à 


Da — (L, Ny Br11)) eee = tin) )« 


En effet, ona 
(Da) (0) = a(t" ta) = nes 2 0 Lol). 


D'autre part, ai yj; 2,45 tb = Cha Hs 22,2%.) OWA 
bo) = (You +22 Yom |) = ACLs tae «+++ &5 sou |)- 
D'où le lemme. 
Lemme 9. — Soient peP. 4€}, (A),t€e%,. Alors, 
DueJp(A), Dre (A). 


En effet, si lon fixe toutes les variables sauf une dans ®,a, l'application 
obtenue est, d'après le lemme 4, du type db, où b est jacobienne. Alors, db est 
jacobienne d’après le lemme 8. Done Da€l, (A) par définition de J,(A) et. 
par suite. Dael, (A). 


Lemme 10. — Soient 
P= (7-2, JEP. we Sp(A), TE %,, P= (Peux. Ps- um EP. 


Alors 
LEA) Wie dp (A). 


En elfet, fixer toutes les variables sauf une dans Wa revient à fixer Loutes 
les variables sauf une dans a. et Pon obtient done une application jae obienne. 
Done Wagl, (A) et, par suite, We. 4€, (A). 


Lemme 11. — Sorent a 
P--(p e+ eR. P= (Pi, -.., pi 1) Pity 1 Ph) EP, ae Jp(À), 6e, 
Mors Da el (A). St pi 2, Q est une bijection de (A) sur (A). 
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La première assertion résulte aussitôt de la définition de J, (A). La deuxième 
résulte immédiatement du lemme 7. 

Lorsque p;= 2, nous pourrons done considérer la bijection réciproque (Q°) ! 
de JpC A) sur J,(A). 

Soient p—(p,.....p)EePctael,(A). Distinguons deux cas : 

1 Tous les p; ne sont pas égaux à 2 : soit p' l'élément de P obtenu en 
supprimant les 2 dans la suite p. Si, dans a, on fixe égales à e Les variables 
correspondantes, on obtient un élément b de LCA) qui sera désigné par Ra. 

2” Tous les p; sont égaux à 2 : soit p—(2). On désignera par Ra l'unique 
élément de LCA) tel que be) ae... ..e). 


Dans les deux cas, l'application @ > Wa est une bijection de JCA) sur dy (A) 
d'apres de lemme Ut. 


3. Les Grovees X,(A). — Soit toujours Aun groupe abélien. Dans JCA). nous 
allons définir une relation d'équivalence R. Ce sera da relation d'équivalence ta 
plus fine telle que, pour @@J (A). on ail: 

a= Pa (modR) quel que soitte Ss, 

a= Wa (modR) quel que soit 7 ES); 

a = Qa (mod) si p;= ». 


fl 
/ 


(Cette définition est justifiée par tes lemmes 9, 10, 14). 


Lemme 12. — Sovent «EI, (A), bEI,( A). Pour que a et b soient équivalentes 
modulo R, il faut et il suffit que Wb soit de la forme W DU a. 

Soit Ry la relation 

UO est de la forme Wid Ue. 

Montrons d'abord que Ry est une relation d'équivalence, La relation WR, 
est évidemment réflexive. Elle est symétrique, car, Si Wb= WO, Ua. 
on à Ua, RS. d'après Les lemmes Let 2, done Ua esi de fa 
forme WL DU d'après le lemme 3. Elle est transitive, car, si We = UP. 
on à Uc— VW D, WO Ra. done Ve est de la forme Wd Wa, d'après les 

Lau or à 
lemmes 1, 2, 3. 

Si Rb = W_OL Ra, ona, modulo R, 
b= WO = VO Va = Ota = Va a. 
done : . A 
b==a (modR,) entraîne &=:a@ (mod). 


Pour établir la réciproque, il suffit d'observer les points suivants : 


ca Oa =a (mod, ). Car, si aé),, (A). t= (eee TH) el tie 2, OU at 


Qh Pa — Dp, ( e- (ie ya 
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d’après Je lemme 4. Compte tenu du lemme 7, 
ed Qa, donc Qi Da — Oy Qi a. 


Done RD, a est de la forme © Ka, d’où notre assertion. 
2° Wa= a(modR,). Car, d’après le lemme 5, Si Psy = 2; 00.4 


Qi Y'a = WL QE a. 


Donc RWLa = VW, Ua, d'où notre assertion. 
3° Qa= a (mod, } si pp= 2. Car ROL a = Ua. 


Lewme 13. — Sotent a €, (A), bES,(A), a et b étant équivalentes modulo R. 
Alors, p' se déduit de p par une permutation et par insertion ou suppression 
denshelle entiers 2. Les degrés de a et b sont égaux. Sia est donnée, on peut 
choisir b de façon que p' EP’, et p! est déterminé de manière unique par p. 


La première assertion résulte aussitôt de la définition de R. Soitp=(pu,---,Px)- 
Si l’on permute les p;, ou si l’on insère un 2 dans la suite des p;, la quantité 
Pit..-+pr— 2h ne change pas; d’où l’assertion relative aux degrés. Si a est 
donnée, et si tous les p; sont égaux à 2, la suite p’ ne comporte que des 2; en 
prenant b= Ra, on a p—(2)EP’, et (2) est évidemment le seul élément de P’ 
qui peut se déduire de p par permutations, insertions ou suppressions d’entiers 2. 
Si a est donnée, et si tous les p; ne sont pas égaux à 2, on peut choisir pour p' 
le réarrangement non croissant de la suite des p; distincts de 2, et l’on a 
alors p' EP’; l’assertion d’unicité est évidente. 

Soit a€J(A). On dit que a est dégénérée si a ést équivalente à — a modulo R. 


Leume 14. — Sv a est dégénérée, et si b est équivalente à a, b est dégénérée. 


En effet, —b est équivalente à — a (par exemple d’après le lemme 12), donc 
équivalente à a, donc équivalente à b. 

Nous allons maintenant définir un groupe abélien X(A) par générateurs et 
relations. 

Les générateurs sont les éléments de J(A). 

Les relations sont les suiväntes : 


a = b si a et b sont équivalentes; 
U—— 4; 
4 = 0 sia est dégénérée. 


Autrement dit, X(A) est le quotient du ou Y(A) par le sous-groupe 
qu'engendrent les éléments suivants : 


(1) 4 — b, où a et b sont des applications jacobiennes équivalentes ; 

(2) a+ (a), où a est une application jacobienne quelconque; 

(3) a, où a est une application jacobienne dégénérée. 

On désignera par Y'(A) ce sous-groupe, de sorte que X(A)— Y(A)/Y/(A). 
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Lemme 15. — Y'(A) est le sous-groupe de Y( A) engendré par les éléments suivants : 


(4) a—® 


eme. ds OÙ AEJ,.., (A) et où TES, est une transposition 
de deux entiers consécutifs ; 
(5) a—Wia, où aéJ,. >A) et où ES), est une transposition de deux 
entiers consécutifs ; 
(6) a — Q! a, où a€l,,.., (A) et où ps 
(7) a+ (a), où a est une application Jacobienne quelconque : 
(8) a, où a est une application Jacobienne dégénérée. 


Il est clair que les éléments considérés appartiennent à Y'(A). Il suffit de 
montrer que, si a et b sont deux applications jacobiennes équivalentes, a — best 
somme d'éléments de type (4) ou (5) ou (6). Or (lemme 12), ona Bb = WO, Ra. 
Done 

u— b= (a— Va) (b— Wb) + (Ha — ORa) -~ (De WO, Ha). 


Les éléments a — Ra, b6— ROS sont sommes d'éléments du type (6). Comme 
louttEeS,, _,, est produit d’éléments de la forme (e, ...,e.s,e. ..… e), o étant 
une transposition de deux entiers consécutifs, Ga — ©, Wa est, compte tenu du 
lemme 1, somme d'éléments du type (1). Comme tout =€$, est produit de 
transpositions de deux entiers consécutifs, Ua — WP Ua est, compte tenu 
du lemme 2, somme d'éléments du type (5). D'où le lemme. 

Soit X,(A)[resp. X’(A)] l'image canonique de Y, (A) (resp. Y*(A)) dans X(A). 
Ona 

X(A) = 2 ,59X"(A) = ZpepNp(A). 


Proposition |. — Le groupe X( A) est somme directe des X"(.A) pour no. 


En vertu du lemme 13, les éléments du type (1) ou (2) ou (3) sont homogènes 
pour le degré de Y(A), ce qui prouve la proposition. 

Autrement dit, le degré dans Y(A) définit par passage au quotient un degré 
dans X(A), pour lequel les éléments homogènes de degré 2 constituent le sous- 
groupe X"(A). 

On dira encore que tout élément de X(A) est d'ordre 1, et l'on appellera 
encore degré total la somme de lordre et du degré. | 

Rangeons deux applications jacobiennes 4, b dans une mème classe si a ost 
équivalente à b ou à = b. Soit J(A) l'ensemble quotient de J(A) par cette nouvelle 
relation d'équivalence (qui ne sera considérée que momentanément). Pour 
tout aEJ(A), soit Yjaj(A) le sous-groupe de Y(A) engendré par les applica- 
tions jacobiennes de a. I est clair que Y(A) est somme directe des à A) 
pour a EÏ(A). D'autre part tout élément du type (1) ou (2) ou (3) appartient 
à un sous-groupe Y4j(A). Done, si X ai(A) est l'image canonique de YA) 
dans X(A), X(A) est somme directe des Xi (A) pour a EJ(A). Par ailleurs. 
Xai(A)= v si la classe a est formée d'applications jacobiennes dégénérées, 


Ann. Ec. Norm., (3), LANIN. — base. tf. : a) 
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Soit aE] (A) une classe formée d'applications jacobiennes non dégénérées. 
Alors, « est réunion de deux familles disjointes (4, er (=a.).a d'applications 
jacobiennes non dégénérées, les a, étant toutes les applications jacobiennes 
équivalentes à l'une d'entre elles a,. Avec ces notations : 


Lewue 16. — Soit Sm,a,+ Inca.) un élément de VX (A). Pour que cet 
élément soit dans Y'(A), ü faut et il suffit que Li. — LR 


Si Xmn,— En, on a, modulo Lt Ad. 
Bite, = Salt mail) (Xa. ja, + (Eu) (= 4) = (Xm,) (4. + (= ,)) = 0, 
done Mma, + in «aajyEey (Aa). iéciproquement. l'ensemble des élé- 
ments Êra,+ La—aa,) iels que Le Un, est un sous-groupe de Ya (A ) qui 
contient tous les élements du type (1) ou (2) ou ( 3) appartenant à Y 4 (A), done 
qui contient YA) YA (A). D'où le lemme. | 


Proposition 2. — a. Le groupe X(A) est somme directe des X,(A) pour peP’. 

b. Pour tout pEP. X,( A) est un groupe abélien libre, de sorte que X(A) est un 
groupe abélien libre. 

c. Pour tout peP, on aX,(A) = Yp(A)(¥p(A)N Y'(A)), et Yp(A)NY(A) 


est le sous-groupe de Y,(.A) engendré par les éléments suivants : 


(yg) a—b, où a et b sont des éléments équivalents de Jy( A): 
(10) a+(— a), où a est un élément quelconque de SCA): 
(11) a, où a est un élément dégénéré de SCA). 


Avec les notations du lemme 16, l'application 
Sa, + En, (mt) + ECM, — tty) 

est un homomorphisme du groupe Yx(A) sur le groupe Z dont le novau 
est YCAVAY CA). Ainsi, Nia (A) est isomorphe à Z. Donc, pour tout pEeP. 
XpCA). qui est somme de certains des Xa (A), est un groupe abélien libre 
d'après les remarques qui précédent le lemme 16, 

Soit yEY_(A). Les composantes dey dans les Yio (A) appartiennent encore 
a Y,(A). Si yEY CA), ces composantes appartiennent aussi a Y'(A). Pour 
prouver le € de la proposition, il suffit done de prouver qu'un élément y 
de Yp( MAY o (AVAY'CA) est somme éléments du type (g) ou (10) ou (11). 
C'est évident si a se compose d'applications jacobiennes dégénérées. Sinon 
avec les notations du femme 16, on a | 


yoo Ëmin,+ En. (mit). avec M, — 2: 


ESS : r 7 à ne € + A i aie yr , D . 
ia yEY,CA). les a, qui ne sont pas dans Y,(A) ont un coefficient nul. 
Soit sy tel que a, €, CA). On a, modulo le sous-groupe de Y, (A) engendré par 


PAT ET: 
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les éléments de la forme (9), (10) ou (11) 
> =(Ëm.)a, + (En) (mt) = (Em) (a, + (mm ;,)) = 0, 


ce qui démontre c. 
Toute application jacobienne est équivalente à un élément d’un CA), 
avec pEP’ (lemme 13). Done X( A) = Eep Xp(A). Soient p et p’ deux éléments 


distinets de P’. Si aEJ,(A) eta’ el, (A), le lemme 12 entraine aussitôt que les 


classes a et a’ de J(A) qui contiennent a et a’ sont distinctes. Done, si a et a’ 
sont non dégénérées, 
À (A)ANX- (A) = 0. 


Comme X(A)} est somme directe des X.o(A) pour aeJ(A), on voit que X(A) 
est somme directe des X,(A), peP’. 


Proposition 3. — Le groupe X"(A) est somme directe des X,,...,, (A) 
pour (pis :-., Pa) EP. Pi +... + p,— 2h=n. | 


Ceci résulte aussitot de la proposition 2a et de la définition des X'(A). 
En particulrer, on a 

X°(A)= X, (A). 

X'(A)—=X.-(A), 


NFCA) — TEE (A) FG X,:(A) mn X; (A). 


4. Les ExpomorPmsues D ET 9 pays Y(A) er N(A). — Nous allons faire du 
groupe gradué X(A) un complexe en y définissant un endomorphisme bord 9. 
€et endomorphisme sera obtenu, par passage au quotient, à partir d'un 
endomorphisme D de Y(A). 

Soient n et p deux entiers tels que 1< pn. Soit 


(ity 2-05 pitts sem Dm EMPLA—pP} 


Soient X,, ..., X, des indéterminées, qui engendrent sur Z un anneau de 
Lie fibre L(X,. ....X,). Pour 5€$,rt7€%,.,:. posons 


MIX, 5,27, | ¥s= Xj, eer D Fes eh A eme 


puis formons | Yan. Ye +... V0 |: autrement dit. sir est lentier tel 


“que 7(r) = +. formons 


IX; PS L LV D TA uy Sie |, NE iter "Eu LIRE RE A 


Lewme 17. — Wl existe des entiers rationnels 


ee” 


Cte eis Js OO 2 apse TS 
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(où cES,, 5€ Sp, TE Sp) tels que 
[Are sites DER. 1 —1? [XG, ses Mie |: XF HD FT Po 


= À,es.C(ü: su eit acai -p3 Ts g; 0) [Xz OCT X{n; |- 


PGE —1? ? Xj. 4 a [ Xi, SE ey a Sage ] Je r+i —1 ’ Xj. n—p+i1 Ni ; 
= [ 1 Lj Wes Cis a X;. (est VA [Ac - eds Xi, > 1 ] ig p? X;., 1 —1 Xi. “ Et 
Lx [X;,, Ve ag Xj. LAN tS Xi, , [Xi AE fzp-1 |, X;, r+r1 41 Xigy p+1 —1 


de sorte que le lemme est immédiat par récurrence sur p. 

Les entiers c(t, ..., 1}; Jc’ re o) ne sont pas déterminés 
de manière unique, à cause des relations Z-linéaires qui existent entre 
les [Xpi4)-- ++ Xzin)]- Nous les choisirons une fois pour toutes dans ce qui suit. 
Les définitions ultérieures sont d’ailleurs indépendantes de ce choix. 


Leume 18. — Soient p—(p:, ---> Pr)EP, r un entier de, {1,8 
p un entier tel que eG Ge RO TR TE Jr) ERE (p, Pr—P) 
et pl= (Pre +, Pras Pr PH Ps Prose oo pr)eP. Soit aEJ,(A). Alors, 
l'application b de Sy dans A définie par 

b(s:, ce.) Trio To Ts Sreits se. on) 


— 25,es, Ci: Rey tpt fics sc preps cr os Gr) AO, 2-24 Gr-15 Tra Crets + Fh) 
est une application Jacobienne. 


Si, dans 6, on fixe toutes les variables sauf l’une des variables o,, ..., 9,1, 
Srity +. Sn, l'application obtenue est une combinaison Z-linéaire (au sens fonc- 
tionnel) d'applications jacobiennes, donc est une application jacobienne d’après 
le lemme 6. Maintenant, soit a’ (resp. b') l'application de $,, (resp. 5, ,,) 
dans A obtenue en fixant dans a (resp. b) toutes les variables sauf ¢, (resp. 7, 0). 
Alors, a!€el,(A), done a= (Li Œucses.s &,.)smParedéfinitiousdes 
entiers e(t; 234,300 M3 ans M 0510n), OUia 


(12) We) = 26,e5,,. € (êr wees Gah Jay ce  Iperps Ts FS dr) [Lane - Teil} 
a= n(È25,es, C(ü D Zi PE PT ba CS Ty, 9, Gr) ZAR a de Co. ]) 


La a(Le ON CP RTE [Lig ays cy 3 ep |e "ig aes PSE TEE pc À | 


où s—7"(1). Si Von fixe 5 dans 6’, l'application obtenue n’est autre 
que (L, 512, ++ +92, | Ve ...,æ,.,). et est done jacobienne. Pour = fixé, 
toute relation Z-linéaire vérifiée par les{ x, ,. ...,æ, |, où ¢ parcourt $,, est 
vérifiée par les (=. 5), de sorte que 0'(7, s)est, pour = fixé, une fonction 
jacobienne de 5 (lemme 6). Ceci achève la démonstration. 

La formule (12) montre en même temps que l'application b ne dépend pas 
du choix des entiers (ds 02. tt fase juni 7 7, 0) introduits plus haut. 


a 


pee Syme ver 
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« 


Posons maintenant 


DR Frais te ei ris Un) 


= pPÜpDi+..-+pr+p +1)& Rs di »P (Ti Lurch NT an ATEN UT OP) 


On a b, el, (A) (lemme 18). Ainsi. 4 4 estune application de J,(A) dans 1, (A): 

bien déterminée par la donnée LR RC ME Jasin oh. pds Ui désignera 
À DF . . . - = ; 

par D nr, …, unique endomorphisme du groupe Y(A) qui possède les 


* 


propriétés suivantes : 
M Lee 


2° 148 


EN nul sur Yg( A) pour tout geP distinet de p: 
in eh = b, pour 4€ l, (A). 


D as ; 
L'image de Dr, , esteontenue dans Yy( A). On posera 


ee Wis TRS - _ F 5 , 
DP > hi, sfr op) SOUP: Pr Ph ISP SE Pr PTA denny hacen ae 


Ainsi, DP est un endomorphisme du groupe Y(A), nul sur Yy(A) pour a <p. 


et dont l'image est contenue dans 


> PA Pa pe ott ' 
=) P= Pp! =! pe” BA Oa ET ee ee Serer (A). 


Enfin, on posera D = Sep DP. Ainsi, DP estun endomorphisme du groupe Y (A) 
qui se réduit à DP sur Y,(A). 


Prorosiriox 4. — L'endomorphisme \) diminue le degré d'une unité. 


Il suflit de le prouver pour chaque DP, et done pour chaque DP" PR Res 
Avec les notations antérieures. il suffit done de s'assurer que le degré des 
éléments de J,(A) est inférieur d’une unité au degré des éléments de JL (A): 
Or, ces degrés sont respectivement 


pre pr pr POP EP EE par} 
Pit---+ Pr + Pr + Prato. +pr— 2h 


et notre assertion est immédiate. 


no Saent aes (A)=], ah) Ge G, la transposition de À 
et k +1. Soient r, p des entiers tels que 1 rh, xp < pr: soient 


Herbie -20) Jp.p) ESP: Pr— Ph D'= {Pis Pty Press Pis PB …. poePl 


Alors : 
a. Sir >k-+1, ona 2% 
Wr mn: 0 
he. MA 217 —U ad D; nee ipifrs cee Tp,- pee 


où = € D, est la transposition deketk +1; 
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b. Sir<k, ona 


er er r 
= Wia== W, DP 


lp le ele er 2) 


r 


SA ASE ipilase Ip 
où 7€ 5,., est la transposition de k +1 et k +2; 


c. On a 


k+l 
ENS Wa = WDE ak a 
ote rs V6 = PDI I Te 


où 7 E%,,, transforme k en k+2,k+1en k, k+ 0 en k+1, et laisse fixes les 
autres entiers ; 


d. Ona 


ph Ua Wp, ; 
De ieee Eu ED iil adp pO 


où ES, transforme k enk+1,k+1enk+2,k+2enk, et laisse fixes les 
autres entiers. 


Sir >k-+1, on a, en posant ¢ = 2, 


LE ces lps fa ip —p? 


Du UE) (Tire Sy Theis Th ose Prends Cr Ob) 
= p(Pit---+ pert Pate. + Pr + p +1) 

Xo, E65), Cr easy dpk fur mess Scape 0 VO Ce VAG sou Thety iy, -nag Cony Org Mie eee 
=Pp(pit--.+ prt p Lit Pepe) 

Xa eGp (bn +0. Epi frs © 209A pep D Fy Gr) A(T, ++, Ch), 


Si É i 
(EDP ash Ke 50) (CHAT ecer Comsat Gauss CE) 


= P(PEP I+) (DE sin p®) (Gi 22e hy Sets 22e Gris T Fy Testy ++.) Th) 
= Pepsi + Pi +. A Satay à Sh, 1) 5 


25,65, C(ü co.) lps Ji es Jp—ps T5 Fy Tr) (Si, sey Tn), 


d'où le a du lemme. Le b s’établit par un calcul analogue. Dans le cas c, on a, 
en posant maintenant < = ¢, 


if, werd dae pp yp 


pik ss 4 
Pie ee RC sy This Ts F, Thy Tkpny ce.) on) 
=PlpPit---+ pen + pPertptoie 
Les. GUR … Onsite oe PS tap To Fy Ck+1) (Era) (s:, cs T1 Skits Thy Thyny see) a) 
= PU Pi eee Peat Prot + P + i+ Papin) E 
PTT CCH ces Ui frs eee fais D Fy That) 4(G1s +.) Su), 
” kat 
RD ne Se) (71, ss Tk-1s Ts FD, Tks Thies ee LE] Ga) 
— , ka 
= pl pip + Pe Prev ay (Mee 1)) COR i (gi +> Tky Ty Ty Okpes +. on) 
= PUPEP + Pil Pes — p+ 4) + pies Pk +p +1) e 


2n.,e5,,,, (ès ces pi fus + ee Jppss=p5 Ti Fy Ther) (1, «++, Fa), 


d'où le c du lemme. Le d s'établit par un caleul analogue. 


—_ 
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LEMME 20. — Sotent 
aE Jp(A) = Jip,.....py (A) et Be sy Ff Py eut) Sp, 


once, apparaissant à la kere place, est la transpesition de m et m +1. Soient r et 


p des entiers tels querZr Zh, i< p< p,3 soit (by, 0.2, U3 fy oe Jp) E SE ( p, p-— P)- 
Alors 


a. Sir<k,ona 


Pr : Pe NT ; 
DRE, Jp, » Psu — ®, D? piibes Ip 


où s'—(e,...,e,9,e,...,e), 2 apparaissant à la (k + 1)°"" place; 


b. Sir >k,ona 


où s'—(e,...,e,£,e,...,e), 2 apparaissant à lak’ place; 


c. Sim=t,, M+1—=i,,4, Ona 


Me feu Ou Gn. Cp els Crip chant la transposition de u et u--r, et 


apparaissant à la (k + 1}°° place ; 
d. Sim—}, M+1=Jyis, ON 4 


D ie Hd | : : 
Dai: veus ir Us =D. 5h Tag apie 


Be CRA oe ee eee e), g' étant la transposition de v+-1 el “+2, et 


‘ 


apparaissant à la ke place; 
e. Sim=i,,m-+1=f, (resp. m=J,,mM-+-1=1,), ona 


k f — P,4 
DP. a =D; 


§ AA 4563 4 LP 3 “. 
copie pp paves Fear Turban tete ee tpi ty ee (CS CETTE Dette ee dpe p 


Sir< 4, ona, en posante=<¢, 


pelts Tp, p? 


. 4 -~ 
CDR phare ie- a) (Si +. Dors Ts Fy Fri ty ++) Th) 


= p(pit---+prt+p +1)¢ 
te (Bos Bess css Ja a Gy) (Dé) (or, -.., Th) 


=— pps +... + Pr + pie 


. sue s . -_ > À 5. Thyys + 23D) 
25,65, 6(45 ae | Ens dir ster dp pps 7. 9, Ty) (ay, + OK 1 074 k+4-1 ? Di 


(DR = a) (on Gr Cr Grand: A) 
s weer Pr P 


Bees lp ja 
we Tick yet CRE PREG 0 a ee) 
= (DR cyte ee WO) (15 pen EN Ts each a katy Phy Thats 
= p( pistes prep eye 


, : a PT efois murs GET Thea Ne TN 
Les, Co PR ep MER ED LU CA 3 Tk 12 2Skr Sk; ‘ 
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d'où le a du lemme. Le b s'établit par un calcul analogue. Etudions le cas c. 
Ona 


Dr Oh, 0,2) CG sah wuscors Tele COL = orig my) 

= Pl pipet Pts) (DE ane Pe ee «= Dre Es Ms) =, 2), 
(DDR tn. fa ,4) VAS Bei CLÉ MONO LE IN een A 

= ppt Pei! (D Dirt, ficcelr, is, eis 26,1, 26; ee 25,7) SE 


de sorte qu'on est ramené à prouver le c du lemme pour #=1. Posant 
alors p=(n), il s'agit d'établir que 


(#31 4 rae Y nA . 1 
AN Lo Ip Mewes ies , Peu = De DE Ip lac In Ah ‘ 


Or, soita=(L, 43.2,, ..., Za). D'après le lemme 8, 


Boa H—(L, 05 Zu +--+ Loe) =æ(L, 05 ri, ..., : He OÙ Lie = Loue 
On a, en posant =, ay ee ee 
2) Pye, 1 i - 
(3) (DE), He) (= 5) 
pr p tent [eee Sey: D nes Lig 
Dj, 1% 27 47 ae |) 


sis=7'(1). D'autre part, 


Ui a UP Fe 
Ce DE és fres.ofe ps 2) 7) 
See fi (nj, 1 a eu 
= (Diese a) (7; ps) 


S— pir Ep 1) MIT. a Sig Pees ris tes Lis k 


el FEIN Batch foi pHi D): 


Comme : ne fait que transposer 7, et ¢,.4, on a æ,=x, pour {—1. 
n—p AL, = Li, par définition de o’. D'où l'égalité à démontrer. 

Pour établir le d du lemme, on se ramène, comme précédemment, au cas 
où h —1, p=(n), etil s'agit d'établir que 


ay 


(nm), 1 1 — gdh’ (a),1 
D AN ; a D. . D ee tte 
dise eslp fire. fn—p À (EL Bet OPEL PET DEEE PS os 


Soit toujours 
an(s. mi 


4 — . - A . — ‘ . ! F u -_— -s 
DR see (L, fi; Toi + Loin) = (L, Ns Vy, .…. Ly) ees hie ie Fe 


On a encore l'égalité (13). D'autre part, 


Lei) ue 
(@ DE 5h connu €) (Ts 7) 


np. (nr), 1 1 
Se Oc chle p@) (PT 5) 
= — p(n + p+1)en( Lars ANNEE eas, RS Liatp | 


jor stat ce to See Ct RE ee }. 
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Comme 2 ne fait que transposer /. et [eee AUS = 


pour daar, 
pet I, = i à 


ph Ligier Aone x, =,» d'où l'égalité à démontrer. 
Passons au e du lemme. La encore, on se ramène au cas où h=1, p=(n), 
et il s'agit de montrer que 


Di: 1 “ ‘ Ÿ: a : (a),1 
Ravi ane pile În- p 44 — D; RAT PE EE AS vip À | ae ae Na ra UE 
Soit toujours 
MU Net cs mL P;« —=—(L,; Tota ere Min) ==(L,n; CAES ne Di 


On a encore l'égalité (13). D'autre part, en posant 


dt ln SAS Re PAIE co fo—trlus fus ce fn pt 


Ola 


mt), 1 - ae oly = 
Eh SU} Gus DURE) ALA), 


où z s'obtient de la manière suivante : on forme d'abord le crochet des 


éléments æ,, -.., 2, .,. Zi, i... ---, æ, rangés dans l'ordre défini par 7. 

autrement dit on forme le vorothel bath al. ts Liga ETES di des ees Lisp |i 

puis, on forme le crochet des éléments [æ,,, ...,æ,, 2,2. > Lip 

Dr wining Dyn Cp This 20 Li MARGES dans l’ordre défini par <; ainsi, compte 
1 et? Jets? In—p 

tenu de l'égalité» 2’ = — :, on obtient Ge e du lemme. 


Lemme 21. — Soient a€J,(A)=Jip,....»,(A)- Sotent r, p des entiers tels 
quei<r<h,1<p< pri SOU (Uy, +. tps Jar … jp») E SE Cp, pr— p). Alors 


a GT ait À DP 


Ofc 0%" DR je a: 
a e Les 


“spi fre “Jp, fay ees Opi lity ++ lp —p 


na eos, pe Ofa= p(p,) O20; 


ety his Ip —p pi he stp ep 


En effet, sir <5, on a, en posant ¢ = ¢,, 


(DR: PA TOR PRE Léa) (O45 +, Opty To Fy Orgis + +5 Fat Osgis ces Ch) 
=p(pit---+pr+p +1) 

26,es, C(t: =a ip} Jo wey Ipe—p i Ts Fs Fr) (BEA) (Fry oo Footy Forty oes Th) 
= p(pit-..+pPr+p +i)E 

Xo, Bp, C(; CRT ZX ip Ji “= PO 7,9, Sr) a(0i; se.) Ts Cy Tsyts +) Th) 

(RE* lee estpiiyee-+Ip, _,“) (gi, +. pie OF Grp = hs Cats Perte + gi) 
ca = (DF;’. spa. Ip 4) (ci, ces Tr1s To Fy Sr4ty es Pts y Dstis + ou) 
= p(pit---+pr+p+ts 

-25,e5, CC, ++) ips Ja +> Jon D D Gr) A(T, ++) Dis Cy Footy sees on) 

re 
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RS) (TR NC RAT LT NT ae CU, 
= PP ee EDP Ps es tri P'EM)E 

+ ES, 0(4) dt En biens Fa eegick 0 eae COLA Cros Saenger caer) 
— jp: Hess Pei Pass eee Prui + D H1)E 


«5a Bp S c(h, ce. lpi Ji cs Jp,—p3 TS Try) AT: +3 Too Oy Fenty eee Th) 
(Ge BIA Aa Ce eee M ne 
fe 
= De Îp, FERA a) (31, y Tri Cy Fs4-ty sey Try 7; CG, Triss oe oy Th) 
— (Tire. «+ Prat + D +1)£ 


FAE By. 2 O (bis ces tp 5 Ji Oe oe pep Oo Fy Gra) Cy ee Cals Crea ee D) 
d'où le lemme. 
Tutorneme 1. — On a D(Y'(A))CY'(A). 


H suflit de montrer que D transforme en éléments de Y’(A) les générateurs 
de Y’(A) indiqués au lemme 15. 

Soit aéJ,(A)=J,,,..,,(A), ets —=(e, ...,e,p,e,...,e)eS,, où ER, 
apparaissant à la 4" place, est la transposition de m et m+1. D'après le 
lemme 20, DP” ba est congru modulo Y'(A} à pe’ 


a als ,4 dans 


“piles Îp — 
les cas suivants : 1° r<Ck; 2° r > k; 3 r=k, met m—+1 sont deux entiers ¢, 
et Las 4° r=k, met m-+-1 sont deux entiers 7, et j.,,. D'autre part, a a tout 
COMORES fines 27 de SE(p, Pi —P) tel que t,—=M, j,.= m+, 
MSORLONS One es lice seb ratdel li folie as ed "§ Pee ¢ 
On a, d'après le lemme 20, 


p,k ee pik 
Die PSE bia = D}. 


ip p RE ES OT PE pl RSA rie birererdpp pa 
Dit Se re ee ah 
Pot 
(DR: olpshy: soy Pe QUE Dee = ho buts eee ps fy + fut dus ve PEN) (« mx Peu) — 0. 


in ajoutant membre à membre les congruences ou égalités obtenues, on voit que 
D(u— Dsa)—=o |[modY'(A)]. 
Maintenant, soient «€, (A) = 1, CA) ct te), la transposition de # 


nickels Sotho! <2 ( pire res Pivt> Ps Pisss +++, pa). Alors, d'après le 
lemme 19, DP?” sen Ur est congra modulo Y'(A) à DP’, 


si ; a 

oes Dee lp, —p 

pour r>k+1 ou rch, DP hihi gp tet est congru modulo Y'(A) 
mer 11 rey ! p,k 

à D, “pile ones A etD; oil pp Wa estcongru modulo Y (A)à Da. mipihaees jp =e? 


fat les AR obtenues, on voit que D(a — W.a) =o [ mod Y'(A)]. 
Soit toujours aéJ,(A)=J,,,)(A), et soit s un entier tel que p,=2. Il 


Ce ae : 
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n'existe pas dentier p tel que 1 p< p,, done Da est somme d'éléments de la 
. B,r - / , x ÿ 

forme D?" hi pds AVEC 7545. Alors, d'après le lemme 21, DQ aestcongru 


Ji. Ip, 


modulo Y’(A) à Da. 
ILest clair que 


DP” (4 (om ()) \= DP ei ct (== D" 


. ipslh . Ip > p \ + ip Mrrare yy 


_-,4)eY'(A). 


VERSA 
Done D(a + (— a))e Y'(A). 

Enfin, supposons a dégénéré, c'est-à-dire équivalent à = 4. D'après le début de 
la démonstration, Da est congru à D(a) modulo Y'(A). D'autre part, D(a) est 
congru à — Da modulo Y'(A) comme on vient de le voir. Done » Dae Y'(A) et. 
comme Y(A)/Y'(A) est un groupe abélien libre (prop. 2), Dae Y'(A). 


CoroLLaiRE. — L’endomorphisme D de Y(A) définit par passage au quotient un 
endomorphisme 9 de X{ A), qui diminue le degré d’une unité. 


5. Les crovres H 3,(A). 
Lemme 22. — Soient p >1, ¢ > 0, 7 > 0 trois entiers. Soit 
(i, Resides POSER PE LEEDS k,.)EeS{(p, 4 r). 
Nour 2,;...2+9 dp.5 la-suite des entiers ts, <> 5%): Jis -.., fq rangés dans l’ordre 


croissant, el posons 

FE à RUE Pat ARS EN sts ba 
de sorte que (54, ..., Spi bis -.., lg)EME(p, 7). Sott my, ..., My sr la suite des 
entiers jy, +: ++ Jyr bi, ---» Er ranges dans Vordre croissant, et posons 


fae Mads ee fq Mu te M0 Se Mess 


de sorte que(1, Uy, ~ + Uys 845-29 JE Sf(q-1.1r). Alors, pour tout a €5,.4..(A). 


on « 


2 {ps ryt = (Y+P HU PIN prqtr), 1 71 
Lo à Son AA Me s'q D Lethe gs Lost k,. = D; Hyper Mg Ma veer Ur De alps lies: Mater 


: es Se 3 bee 
Soit a=(L, 43 1. :-., Tyrytr)- Soient TES,.,, TES CL V=T IC). 


Ona 
ol | set Se ee od £2) 
= P(PH IAT EPH HN) Ele gibi eres te 


DURE PR Sa [Chrys eee They ig eT, Te eee |). 


= ~ ~ he ER rat z 
Done, si pe, ES CÉSI 9 (1), ona 


+1,49)? (p+q+r),1 a to 
(i i Syst "= DA es lp+qiÀ LS )( ae du p) 


= PFE) En prgihn el us + pp +4 + D HA) bas cesspitis erty 


Tes ces Uke) [2 jen CRT Vig wt) 
1% [ Piss aa) Lip b Xia! Saat MEN a Vig gi |; 
2 Sara er) SR | Xk, Pht LE 


ee + 
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À x i RES 4 A 
De même, si 2€%,,,, etsia"=£$""t(1), on à 


COR etes tea a) (5; e) 


= p(p GE q staal miner te I) Bij Sails Ohahalcin Otten 
SOA [Bp EN tes 8 Las er Lisp | LS Limi qtres DE 
Done 
(yen. Dieses si gaat) (E52) 
= p(g + P+ 1) bi, PE amie PCT HER ET +1) à, REPAS NE 
ALP ls 72 CAE | [Tes 19 oe 8 Pe ai? 
Cec: fe ee ere 
ty Oe a eS 


Le lemme résulte alors des égalités 


ies cas AE PROM AE AL OT em IN COL es Tgp hte bre Cisco Ang thas abe ES ce pa liens 


Lemme 23. — Soient p © 1, q>1, r > o trois entiers. Soit 
(Rose 5 fo ces fn ho tate Bed RE (MAN 


NUE abn la site des entiers li, ..., 1 te ..., 4, rangés dans L'ordre a 
eZOISaRL, et Pons 

PE : se. igs la KT CARPE “4 Jey Ke AFS AU 
de sorte que Ginter Sel ti eel CE peri) Sou PER ., Mysr la suite 
14 Gers Tete AE nes hy, rente dons l'ordre croissant, et pcs 


“4 VUE AL 


Ji RATES TES ARE TEE = ma, 49> 0 Mots MCE k= Mein tés 


_desorteque(u.....u,;1, ere Alors, pour tout @ el, (A), 
ante is 


A 5 yx sien SAS DEN + wil 22 di Sr CRÉES. ph. yh 1) 


pie PP = CREUSE PEGEr)y A 
p TEE De eesfp5 lise QUE St gr DE ile PER. ce 
/ LA Shy og 
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a aS = om / 
De même, si FE %,,,44 et si w” = F*(1), on a 


(DR ” a) (2, 6) 
—p\(Pprg+ ra- g¢ +1) &, 


G([2E, oe UE à TE 


sw J'en EUROS? Py 


Donc 


pr+r+t,qi,t \ pP=tI+rh1 \ = 
(DE aha D LE TARN Pi (9, 7, 7) 


POP RTE hake PP PERLE D HD) Ends 


1 
4([ 2K, , er 7 ae ER EPP RC Pierce oy LA 
[yy eee Li ik Let" 200 Thy rss |). 
Ov. 
Sits. wae Ug ih —p( 9) “1M, CPR ae) Es, snp 154 — ply Spit 1, 
el 
Eh... PEL eon ee Ug i Wisse , — RTE ssi PELLE 


= P(P?g) DRE spi lice hr 
= PU PI) 8. haere tae ae 


Done, en désignant par 8, € $,: la transposition de 1 et 2, et par yes, la 
transposition de 2 et 3, ona 


(oS iia ie Di ‘ees Ne mare) (05 Onna) 
= ppg) (Deer i Oe Mie aot) (Pepa t nS? 
=—— (ee Fy Dero Derry ee i) (0; ST) 

ce qui achéve la démonstration. 

Tueoreme 2. — On a DD(Y(A))E Y'(A). 


Soit aé5,(A) =J),,...,,.(A)- H s'agit de montrer que Dhae Y'(A). Soient r 
et p des entiers tels que 17h, 1 ee < pr. Soit 


(igs 5 bas Jus 923 Jp plestlp, Pr—p). 


Soient s et g des entiers tels que 1 ZsZih, 1 q< px Soit 
(Rig 25 PER PRIT TE by) E S£(4, Ps — 4)- 


Sir<s,ona 


(Pir eves Pr sabre PAN Ps Pr t+ ph S 41 DP. i " «) 
D F kqilsseelpe “4 ves tps wins lp, p 


(Dis ce) ris Ts Fr Frits ss Os te Ts Po0 its MAN 
= p(pi+eee + Pr tp EY Sie ips ip, à 
p(pPiteee + pr + Pr PEELE PH Pret Es + q tel) Eby, she 


.L,es..:es.C(ü; ss Eps Janie ta don? T0 ») 


ACTE Sieg sae rer hi EY (44 «vs Fees Vy Frain 20% 9 Fs 49 Ey Oxide NC ale 


at 
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De même, 


(D: Pan Pa #4: Pots ef Typos a) 
(Dé sn “sp, —p ] nes PES PR | 


- T CG 
(Sify 5 0719 T0) Chris 222 Os 11 MONO 1 CA) 


= p(pi+...+p;+9+I1)e4, NT PL SOER Pl pro + Pr+p+t) [bys seestp shineces/p —p 


Le tencliete spe lice te eee 


/ 


SA À PORT ty} his . “> Jp. pi Ts Ts V) (Og, «225 Frits Vi O44, se 79 Fs—17 Sn Ts ++ +5 Gh)- 
Ainsi 
Pie eee Prats PrP, LA Pre = Ph) S44 0) 24 “ 
Lj ke LT SCT na RE TE oe 
3 EC Sn D A A À PS le LR UT. 8 
Ms eee tpl . lp, p ie D Ein | 


D'autre part, pour r fixé, 


; = Ips LI eus * ET LE LE t- oe e-Phis Td » 4° 
2h / nae Zi Vers Vi DP ee i 2 
res his ces lt; —4 veeebp iiss dp, 


est congru modulo Y’(A) à 


Dale PrN Prt see Pe Pye 4 ' 
= Di: ….ky yes lp p41 DP lp fs jp —p 


En effet, on peut, pour établir ce point, remplacer a par 0,007 0 a 
d’après le lemme 21. On est done ramené au cas où A — 1. et notre assertion 
résulle alors du temme 22 par des groupements convenables des systèmes 
d'indices. 

De la même facon, le lemme 23 entraîne que 


DOS DATES TN Les LY LUN TRE D'APU p-’ 
ALL ET TN Se pp 4 DP sted thie jp, 


,MEY'(A), 
ce qui achève la démonstration. 
ConOLLAIRE. — Dans X(A), on a à) =o. 


On considérera X(A) comme un complexe en le munissant de 9 et du degré 
total. Le groupe Whomologie de X(A) sera désigné par H3(A). Le groupe 
d'homologie de degré total a de X (A) sera désigné par IL3,(A). Ainsi, H5,(A) 
est un quotient d'un sous-groupe de X"-*(A). 


6. RELATIONS AVEC L’HoMoLOGIE cUBIQLE pe A. — Les résultats de ce paragraphe 
ne Seront pas utilisés dans la suite du Mémoire. 

Soit 1 ensemble fo, 11. Soient f(A) l'ensemble des fonctions définies sur 1’ 
el à valeurs dans A, Q,(A) le groupe abélien libre engendré par fi, (A), Q(A) la 
somme directe des Q,(A) pour n> 0. Les éléments de Q,(A) sont dits de 
degré x 1-1. Si JE, (A), et si 1<j Zn, définissons les éléments Rig, S;q, 


a à ns 


HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. 


Pq de &,_,(A) par les formules 


(Rpg) (915 So) = NET GER oo) purs) 
(Spq) (1s see Ban} gone. Gus 1, D, sign à), 
CYAN ul GEG i503 D Dy Quest Ont) 

(Tite ets TDi ee: Or). 


Soit dq aed PQ +2)(Ryq + S;q — P;q). Alors, 00 = 0 et Q(A) est le complexe 


cubique de A A ([1]). 
Soit k l'application de I dans &, définie par 


? 


oye (Tice: 3). R( ry 1). 


Soit k” l'application Ck, k, ..., k) de I" dans (5,)"—S, , 


ait 10 


Lemme 24. — Pour toute application jacobienne a de (%,)' dans A, 
soit qg,—aok". Alors, l'application a — q, est une bijection A Pte ere.) 
sur &,,( A). 


Raisonnant par récurrence, nous supposons le lemme établi pour les 
entiers <n. 

Montrons d'abord que a — q, est injective. Soient a ct a’ deux applications 
jacobiennes de (%,)" dans A qui coincident sur k"(1"). Il s'agit de montrer 
que «—a. Pour c=(1, 2, 3) et s=(2, 3, 1), Qa ct Da! coincident 
sur k“=! (1-1), donc sont égales d’après l'hypothèse de récurrence. D'autre part. 
d’après un calcul facile qui sera repris en détail au paragraphe 7, ona 


a z ! / ! / LEE 
CRC POs, he QD i=, Des 5,554 Éd — 0. 


(551,2) 


donc Q2a et Qa! sont encore égales pour 5 —(3, 1, 2). Enfin, Qa et QF a’ sont 
égales pour ¢ impaire d'aprés le lemme 7. Donc a — 4". 

Montrons maintenant que a> q, est surjective, autrement dit que toute 
application b de k"(1") dans A se prolonge en une application jacobienne 
de (%, )" dans A. D'après l'hypothèse de récurrence, les applications 


: (Gi...) On) > O(G4y +++ 3 Onis (1, 2, 3)) 

et 
(G1, es. Gn—1} \—b(c:, es Fn—15 (233 , 1)) 

de k"-'(I"*) dans A se prolongent en applications jacobiennes a, a, de (CS: b ioe 


dans A. Posons alors, pour a, ..., 61€ S,, 


(Ti; sees Fu-19 (1, 25 3)) =a (F1, esa CPR 


OG, ++; Tu (2, 3, 1)) SU (Giy +. In 1) 


ip rs Dee Lis Es 2))=— (G1, +. T1) —— a Oya eg Opt) 
a AE ae (2: 1; 3))=— (6), +. On-1) 
a(ai, ss Tnt (3; 2, 1))=— (or. cs On 1) 


WARE a Cas AEs 2)) = A(T, «+, CAEN ER TC 8 Ca 1): 
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On vérifie aussitôt (cf. § 7) que a est une fonction jacobienne des 
variables o,, ..., G,, qui prolonge b. D'où le lemme. 

La bijection réciproque de la bijection a+ gq se prolonge en un isomor- 
phisme de Q,(A) sur Y;,3,...,3(A). D'où des homomorphismes surjectifs 


Q,(A) —> X3,5,. a (A) 


Ns 
sme 


pour n=1, 2, .... Pour n=o, Q,(A) est le groupe abélien libre engendré 
par les éléments de A, donc est égal à Y,(A), d’où un homomorphisme surjectif 


fo: Qo(A) > X2(A) 
el, par suite, un homomorphisme 
2: Q(A) = X(A). 


Proposition 5. — a. L’homorphisme © conserve les degrés, st l’on adopte 


sur X(A) le degré total. 
b. SiqEQ, (A), on a lq = p{n+1)T0g. 


L’assertion a est immédiate. ainsi que l’assertion b pour z= o. Soit main- 
tenant a€J, (A), où p=(3, 3, ...,3) (x nombres 3). Soient g = q, et b Vimage 
canonique de a dans X(A). On a b—Ü(gq). Posons, pour 1—1.2,...,n, 


DP ine Dre 4}. DP) aS ts 


el soient by, bj, b;, les images canoniques de aj, a;,, a;, dans X(A). On à 
“ n , 


Da Sa (an + js + ain), ~ Ob =» (bi + bi: + bi). 
1 j- 


Ê dc 


Soil p—(3, 3, ..., 3) (n—1 nombres 3). On a Ray, Ra, Ua, el, (A), et 


Raj.) (munie an le orous eve foi oc, 1) 

ee pierres pd ASIN 4. eG), 
CU) (84. oo yy ) dal os ree de Cri) 

EE — p(i HE) MT cas G7 4, (173, 2), C2. LE 
(Mais) (er, one ee, TR che D) 


pit AC. Cr (2; SO Pr DL 
En particulier, si Das see Oy 1 EF, on à 


(Raj, ) (bh "(G, SA. Yn 1)) = p(i-+i)a(kt(e, Ses Yi 1» YO, iy ts Yn 1)) 


== p(é+1)q(91, ee ey Lit 9, Qi, .... Yn 1) 
<= p(i + 1) (Rig) (%, ss Dur): 


done qu, pH1)(R;g) et, par suite, ba p(i+1){(R;g). On trouve 


USENET TT 
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de même que b;,= p(¢+1)%(S,q). Enfin, 


(Mais) (HI (Qu 2, Ga—1)) = p(i+1) @(o, +... Gis) (1, 2, 3), oy, . 


Coat ey) 
—plt-F1)a(oy, «.., 6745 (ans: 1} ee. Ona) 
= + p(r+ 1) (Rig) (Pi, …. On—1) 
— P(E+1) (Sig) (91) +, Ont) 
= pr +1) (Pig) (6), <4. 0), 
done b;,=— p(i +1 ){(P;:g). Finalement, 
OX g = 0b = Sous 1) (Rig + Sig — v) = p(r+1)C dq. 
+ | 
COROLLAIRE. — L’homomorphisme Ÿ définit un homomorphisme canonique de 


Vhomologie cubique de A dans H 3 (A). 


CHAPITRE II. 


CAS DES PETITS DEGRÉS. 


7. Les Groupes X,(A), X,(A), X,, , (AY, X,(A). — Un élément aeJ, (A) est 
bien déterminé par la valeur æ = a(e) (lemme 7), qui est un élément quel- 
conque de A d'après le lemme 6. Nous noterons (x) cet élément de JL (A), 
[et aussi les éléments correspondants de Y,(A) et X,(A)]. Ainsi, ¥.(A) est le 
groupe abéhen libre engendré par les (x), où ze A. Ona 


br) = (x), P.s(r)=(c). 


Donc (æ)el.(A), (y)EF.(A) sont équivalents si et seulement si æ= y 
(lemme 12). Par suite (+) El. (A) est dégénéré si et seulement si 27 — 0. 
Compte tenu de la proposition 2, on obtient le résultat suivant : 


Proposition 6. — X,(A) est le groupe abélien défini par les générateurs (x), 
où x EA, et les relations | 
(— 7) =— (x), 


(er) 4 Si HU: 
Un élément aEJ,¢A) est bien déterminé par les valeurs 
UT, 20), Pea (ro): z—=4((5, 1. 2)) (lemme 7). 
Nous noterons (a, y. 3) cet ékément de ECM fet aussi les éléments corres- 


pondants de Y,(A) et X,(A)]. SiN, No. À, sont des indéterminées engendrant 
un anneau de Lie libre. toutes les relations Z-linéaires vérifiées par [NX Xe 
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{X-, Xs, Xi], [Xs, Xa, X, | sont conséquences de la relation 
[X1, Xe, Xo] + [Xe Ns, Xi] + [X3, Xi, Xe] =e. 
Ainsi, J,(A) est l'ensemble des (x, y, 3) tels que 
cea, yea, sea, x+y+s=o (lemme 6), 


et Y,(A) est le groupe abélien libre engendré par ces (2, y, 3). On trouve 


aisément que 


d;::(7: 3: 3) =(2, JS), Dont ms) = (257); 
Sisley JH rh lee r es) 
Pins (te, Ps 3) = (093 5 )s Dsn(t, 3, =) = (Ys à, 5). 


Les éléments de J,(A) équivalents à (az, v, 3) sont donc, compte tenu du 
lemme 12, les éléments (a, y, 3), (3, æ,y),(y,3,æ),(æ, 3, y), (3,7, x), (y,æ,5). 
Par suite, les éléments dégénérés de J,(A) sont les éléments de la forme 


(0, x, — x), (x, 0, — x), (0, x, — x) 


et les (a, y, 3) tels que 22 =2y=23=0. Compte tenu de la proposition 2, 
on obtient le résultat suivant : 


Proposition 7. — X,(A) est le groupe abélien défini par les générateurs (x, y, 3), 
où 
rea, yea, 3€ À. Z+y+s=0, 
et les relations 
es) CN (2) (a a ee 
(= A Va =) = — (x, ae s), 
(0, 7, — x) =0, 


(S75) 0 Sata P= asso. 
Un élément a€J, ,(A) est bien déterminé par les valeurs 


æ =a((t, 2, 3), (1, 2, 3)), 7 =a((2, 3, 1), (2, 2, 3)), 5 =a((3, 1,2), (1,2, 3)), 
me ve{ (45m; 3), a: 49), hé a CE a OS A) a! a((3; La} (a 352) 
wl u((1, 2, 3), (3, 1, 2)), y"=a((2, 3, 0), (3, 1, 2)), s"= a((3, 1, 2), (3, 1, 2)). 


Nous représentons par la matrice 


Rey gS 

a! y' s! 

a" y" gs" 
cet élément de J,,(A) [et aussi les éléments correspondants de Y,,(A) 
et Xs ,(A)|. Exprimant que a est une fonction jacobienne des deux variables, 
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on trouve les conditions 


T+yY+z—=x RSS te pe — ; 
yr zi y PR CECI =L ER ey Rp ps sl — 0. 


Ainsi, Y:,:(A) est le groupe abélien libre engendré par ces matrices. 

Faisant agir les opérateurs ®,., VW, pour 5€$,. -ES,. ceE%., on trouve 
72 matrices équivalentes a la matrice précédente: elles s‘obtiennent : 1° en 
Yu rp à » ee ~ = > 
échangeant de toutes les facons les lignes entre elles, et les colonnes entre 
elles; 2° en échangeant les lignes et les colonnes. et en multipliant en même 
temps tous les éléments par — 1. 

Un ealeul fastidieux mais facile montre alors que les éléments dégénérés 
de J, ,(A) correspondent aux matrices suivantes : | 


— les matrices qui ont une ligne de zéros. ou une colonne de Zéros ; 

— les matrices déduites par échanges de lignes et de colonnes des matrices 
symétriques ; 

— les matrices dont tous les éléments sont d'ordre 2: 

— les matrices déduites par échanges de lignes et de colonnes d'une matrice 
« centrosymetrique gauche », e’est-à-dire d'une matrice de la forme 


Fe x —ÿ y 
( — E+ ¥ o ESS SES i) 
rx rey pe 


Compte tenu de la proposition 2, on obtient le résultat suivant : 


Proposiriox 8. — X, ,(A) est le groupe abélien défini par les générateurs 


1 + > 
> Gag eg) ees Le 6 
F >" =" 
ou 
s 2" 
a eA, ass = E \, 
; RE CRE RAR ES ON ge A RE DO eR VER oom se coe D UE ee 
Sef oS PE EEE FI HE EI Se ET Sse ts HSE, 


et les relations suivantes (où X et X' désignent des matrices du type précédent) : 


N=N’ st N’ se déduit de X par échange de lignes ou par échange de colonnes ; 


X=—— \' st N se déduit de X par échange des lignes et des colonnes: 
X=—N si N' se déduit de X en multipliant tous les éléments par — 1 ; 


~N=o si X a une ligne de séres, ou une colonne de zéros: 
X = 0 st X est symétrique; 
N=ost X est centrosymétrique gauche: 
N=o0 st tous les éléments de X sont d'ordre 2. 


Cherchons maintenant le groupe X,(A). 


| 
| 
| 
| 
Lemme 25. — Soit a une application de X, dans À. 
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Posons 


Z, a((2,::4, 3) =: at(d,4, 8,311 4s a((4, 3; 2,1)) =5 


) 0 
)=z, a((1, 4, 2,3) =, a((4, 1,3,2))=5, a((3, 2, 4, 1))=@, 
) xz", a((4,2;1,3))=y",  a((1,3, 4,2) =s", a((2,4,3,1))=e’. 


Poa (eee aes eye: 


Alors, pour que a soit la restriction à À, d’un élément de J,(A), u faut et ul 
suffit que les sommes par lignes et par colonnes de la matrice 


cer ey 3 AE 
a y' s! € 
. x" y” =! t’ 


En effet, dans l'anneau de Lie libre L(X,, Xz, X;, Xa) engendré 
par X,, X», X:, X,, on a d’abord 


soient nulles. 


(14) [X1, Xe Xsy Xs] + [ Xa) Xa, Xs, Xs] + [Ms, Xi, Xe XJ, 
(15) D EME MP US CDN coe Pee She ose a Te Seater 
(16) NE es Ke, a Kel Le Mar Mss Ke] Oy 
(17) EX Lx D ae SR 


D'autre part 

EX Xs], Xe}, Xe] = [LXE Xe [Ney Xa] + (LG, Xe] Xi), 
[EX Xo], (Xs, Xs]]—[[[ Xs, Xs], Xi}, 
=[[[X;; X: |, X, |, X:] Fe [{{X:, X, |, X; |, X, 


= ({{X:, X,], X: 1, X, ] 


done 


(8) 1X Xe Kp Xa LXE XX Me Ral pKa Mey Xe 
‘et, en échangeant les rôles des X 


(1y) |X. Ns Ma, X, [+ [Xi Ny, X2, X: »| + Xs, Xi Ns ye} [ Xay Nes Xe Maj =e, 
(26) | Nay Kaz Ass X, | + |X, X°, Xi, X;]-- | Xi, Nae hg X.]+[X:, X;, X3, Xr|=0: 


Les relations (14)20), et les relations 
[Xe Xj, X4, Xj=—— [X;; Xi, Xk, X,| 


permettent d'écrire tous les crochets [Xou, Xo), Xoiss Xoo], Où cEeS.,, 
comme combinaisons Z-linéaires de [Xy, Xs, Xs, Xi], [X:, Xa, Xa, X, |, 
[X5, Xs. Xa, Xa], [Xe Xs, Xa, Xa] [Kar Mar Mor Mad fa, Mi, Xa» Xs ]- aw 
re on sait [2] que le sous-groupe de L(X,, X:, Xs, X,) engendré par — 
les EX, Nous No Nera] est de rang 6. C'est donc que toutes les relations 
Z-linéaires entre les [Xou, Xocs Xi Xota)] sont conséquences des relations | 
écrites. D'où le lemme. 
Avec les notations du lemme 25, on représentera l'élément a de J,(A) 
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[et aussi les éléments correspondants de Y,(A) et X,(A)] par la matrice 


ere weed 
A= CE 


! 
>A 
x y" 5" ze” 


Le groupe Y,(A) est le groupe abélien libre engendré par ces matrices. 
Faisant agir les opérateurs ®, pour 6€ 5,, on trouve 24 matrices équivalentes 
à X, à savoir : 


re 
11 
~ 
_ 

x 
re 
~ 

~~ 
La 


f r iy t = f a ‘it =! ‘y T is ve 1! < 
SAS ae at Us TR CIE sy ae se Se NU 
ER SONT DT NS aes Ata .e ow 
et les 18 autres matrices déduites des précédentes par les échanges de colonnes 
que voici : 


a 


On échange la 1" et la 2° colonne, et en même temps la 3° et la 4"; 
On échange la 1™ et la 3° colonne, et en même temps la 2° et la 4"; 
On échange la 1" et la 4° colonne, et en même temps la 2" et la 3°. 


On trouve alors que les éléments dégénérés de J,(A) correspondent aux 
matrices suivantes : 


— les matrices qui ont deux colonnes opposées; 
— les matrices équivalentes à la matrice 


oO 0 = 5e 
a ve = vi } 

! ! + ig ft 

a! ae t Fe 


— les matrices équivalentes à la matrice 
TX a PF £9 4 
—y — T —y — x |; 
Y—Z T—Y Y—T T—)J: 
-— les matrices dont tous les éléments sont d'ordre 2. 


Proposition 9. — X,(A) est le groupe abélien défini par les générateurs 


2m Sky 
AC = a! J t = wu , 
x" J " st Li 


Ty Hx on on HEA, 


e+ytstiar sty Ral = Hp EEE 
= pee patsy + iy yp mest et Pla SHO, 
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et les relations 


Age pe CE RUN DE SP à TL sees 
a ine ad 1: = r =z t Li ae ayes as y" =" 
Jap 3" of if SLT U ra a 3 = ‘ 


LA] 


VN = N' si N' se déduit de X en échangeant deux colonnes de X et en même temps — 


bs 


les deux autres colonnes de X; 
= — V' si N’ se déduit de X en multipliant tous tes éléments par — 1; 


o 


yp — TV ~ tate} È a ie) — 5 
Ui eee a ea = igi d y sf re 
4 it dE CET aa itl lee he ia peer 
r y 1 ) 
= Pid — 4 — } ST == 9; 


SE à PE ol eee 


+a 


N=o si tous les éléments de X sont d’ordre 2. 


8, HEN: done ae bre One. Gre ME Sakae eet Me . 
| ‘gS RE ee ee 


AIP ILIA TE 


Proposition 10. — Ona "RS PRE rime ae 
: mS ‘ te een eye: of aeae FX, DNS SEINE ARE, 


d(æ)=0, | ae sapere 2 igi bal 
Oa y, 2) = (2) EE CG) Sal 


a a “a ies gt me - 


” Sel 
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pet 

(Rela) (ere) = eniflas, Hs], æsl)=a((r, 2, 3)) = 2x, 

(Diia)(e, €) =— n({[ 21, v3], 2]) = a((3, 1, Dy) =o 

(DEe a) (e, e)= «n([[vs, es], ml) =a((a, 3, 1 D. 


D'où la formule (22). 

Maintenant, soit 

% «1 x = 

; CT cmd (ERY ou yx’ af Cn (A). 
t NYC" : 


On à, d'après ce qui précède 
(Dalle € (a 5er 
(Dés a) (e, e, (2, 3, 1))=+", 
H (i alle. 6, 225 
(De- a} (ee, 41, 2;.8)}= 5 (Dery 6) (ee (05 '2;.3)) = + 
(Dre )lée, (2,3, 1))} =>" (Doe)? a) (2, €,-(25.9, £)) ‘igs 
(pe a) te, 2, 3 3; 2) ==", AS u) (Ses es) 
Done = 
2222 DEE a= (a, x, 2"), 
QeQED EV a= (5,73),  QQEDY a= (94 77"). 


On trouve, de même, que iS eS = 


met 4 A es ED a ( ry yes) < mr Re = 
= 2202 DEE a = (— 2", pt, at), QEQEDE Poa ey = yes ey 


— 


SS eee 


a= apis nee 
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On trouve, de méme, 


ODEN aa( = 2", hs, as), QD ass (i ee — Fs 
QD a= (— 2, +t, —t), 
RD: a=(—}7",y"+t, —£), QD it a=(— 53 Fi, —4) 


On a ensuite 


(Li,4) (e, (1, 2, 3)) = Ligue 2 ml) =4((1, 2,5, 4)) = 7, 
(Disa) (e, (a, 8, 1)) = all [Les sh er = ala, 3, 1, 6) = 
(Ditt.,a) (e, (3, 1, 2)) = a({ [2s ea ral a) =4((3, 1,2,4)) = 
donc 
QD a (x, 2, x). 
On trouve, de même, 
DEMO TT 2) Di} a= (2°, 5, 2), OLDS! d= UG, C)- 


D'où la formule (24). 


CHAPITRE Ill. 
Propurrs sur Z(A), Y(A), X(A) LORSQUE A EST UN ANXEAU DE Lie. 


Dans ce chapitre, A désigne un anneau de Lie. En particulier, A est un 
groupe abélien, et tout ce qui précéde est applicable. 


9. Déririon pes proptits A. — Soient p, EP, ..., Pa€P, a, EK, (A), ..., 
a, EKL (A) (n>1). On définit a=a,Aa,A...A4,E€ Ky, p,....p)(A) par la 
formule suivante, où TES,, 8, €S,,,...,8,€5,., 


Q(T, Si, +, Sn) = [Aq (Be1)), - - +, Gin) (Bin) ]- 


On étend le produit A à Z(A) par multilinéarité. En particulier, Z(A) est 
muni d'une structure d’algébre (non associative) sur Z. Mais on prendra garde 
que 4,A...Aa, ne s'obtient pas en itérant le produit A de deux facteurs; par 
exemple, a,A 4,44, EK, p, p, p,(A), tandis que (a,Aa,) Aa, EK,,p,p.p.(A): 


Lenume 26. — Soit «a; le degré de a;. Le degré de a,Aa,;,A...Aa, 
est art... +atn—2. En particulier, le degré de a, A a, est à, + «,, de sorte 
que L(A), muni du produit A et du degré, est une algèbre graduée. 

En effet, si p:—(p;, pi, .--, ph), OWA 


a= pi +...+ ph,— 2hi, 


i nd — 
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et le degré de 4,A...Aa, est 


N+ Pit Py... + Phe. + pit prt... ph, — 21+ h+...+ hn) 


1 =(pit+---+ ph,— 2h) +...+ (pi+...+ pi,— 2ha) + n—2. 

Lemme 27. — Soient a, EK, (A), ...,4,€K, (A), +. ES), ..., t,E5, . Ona 
£ (Ma) A. oe A (an) = Det, .t) (aA- : An): 

. 

> 


En effet, pour 7E,, s,€%,,, ...,s,€$,,,0na 
HDi) A. A (®t Gn) (x, Br, «+, Bn) 


= [Pt an(s), ... LU Tin) (Sim) | = Let, an (rs), coe Et un (te HET 


= ce, + - (Det te) (1 A---AGa)) (5,85, ., Sx) = (Dot, tt, (41 A---AGn)) (Fs S15 +, 8). 
Lemme 28. — Sovent | 
miele ame Pi. 23) BU ss PREP 
a, € Kp, (A), ied Un € Kp, (A); 
; TE Ta, oeey TnE Sa, 
< la permutation de {1, 2,...,4,+-- . + h, +1} définie par (1) =1 et 
| rit hit + hi +)=i+ hits + hata) 
pour 1 <j <h;,i=1,2,...,n. Alors 
(GE am) A --A (YL an) = (a A---AGn)- 
En effet, soient s'€S},, …., Fh, En» PES On a, avec certains 
putes Peder tai ee are 


(Wai A -A an) (25 Feta +22 Tete + A NT 2 
= p(q) (& A-..Aûn) (2 Oh, +. Os ++) On eee ch) 
=p(q) 7 Cae see oe) jo a ay Baia CFs os a) E 

sf (ea A an)) Lee pp +" Lo es LC tess sia) 
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En effet 4 
(tu A.. AujaA ea; A GG; A... An) SÈ 
j 1 
(user oo By ‘ib ga Sieh es ee Th) i 
= [ae (o0, -- . 91 The) * oe 
: Î in Sin) vt 
there yy (Fh 4 2 <2 Flan Os vt ene? à 7 » Mein (9° NÉ oe on 
— (HS Here; 1 + CTW A FUN Un) 
(ps ro Bhs es és sing 4 GC Te Sp RAR EST À à = 
À 


Lemme 30. — Sotent 


pip), DEP; 5 PEG ++; pi,) €P, 
1 EKp, (A), sey a,€ Kp, (A), 


4 


-€%, la transposition des entiers tett+-1, TED, 4... 1, a permutation inverse — 


’ 


de la permutation 


(1; 2,3, DS e+ A+... + Ag + lui. 4 his 22, 
thy eb Siig EE hi a 
te hye ge FP mn this, wey Thy t+... + Ay) 


(qui consiste à « échanger les intervalles @entiers IC 
Jr het he EH 42 + 1 

el | 4 
l: Shy er de +1, a Welsch Ans) to wi 


Sout =p + ph hu le degré de ay. On a 
(De De AA UD died Rdv: vines AT CE 


(le signe Ptit) es Bie ication 
Es effet, soient id € Bu 9 


a eee oe 
Eo ag 


i 


| 


ca 
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Soita—=a,A...Aa,. Ona 


(0, Si, .--, Sn) = [ 4s (8- hs ee ey tm ( Sein.) | 


Done, si l'on fixe dans à toutes les variables sauf c, on obtient Fapplication 
jacobienne (A, L,:4,(s,), ...,4,(s,)), en désignant par], Vapplication identique 
de A. Si Von fixe dans à toutes les variables sauf une variable autre que ¢, 
l'application partielle obtenue s'obtient en composant une application jacobienne 
et un endomorphisme fixe du groupe abélien A; cette application partielle est 
done jacobienne. 


LEMME 32. 


St dy, ...,4,, by, ..., b, sont des applications jacobiennes, et 


st b; est équivalente à a; pour tout t, alors a; A... Aa, est équivalente ab, A... Ab,. 


I suilit d'envisager le cas où b;—a; pour 7£r. D'autre part, on peut se 
limiter aux trois cas suivants : 1° 6;= ®,4;; 2°b;—= a,; 3° b; se déduit de a, 
en fixant égale à e une variable qui parcourt $,. Il suffit alors d'appliquer les 
lemmes 27, 28 et 29. 


Tutoreme 3. — Le sous-grorpe Y(A) de Z(A) est stable pour le produit À. 
Si b,EY(A), ..., b.EY(A), et st l’un des b; appartient à, Y'(A), 


alors b,A...Ab,€eY'(A). 


Le lemme 31 entraine aussitot que Y(A) est stable pour le produit A. 
Pour prouver la deuxième assertion du théorème, il suffit d'établir ceci : soient 
(li EJp,(A), oe ey ii E Jp, fA), 
6;€Y'(A), di € Jp... (A), RS ün E Jp, (A), 

a = da... Adi nAbiA ai A... An; 


alors, 4 € Y’(A). On peut même se limiter au cas où b; est de Pune des formes (1), 
(2), (3) (§ 3). Si b; est de la forme (1), ona4€ Y'(A), d'après le lemme 32. 
Si b; est de la forme (2), a € Y'(A) de manière évidente. Si 6; est une application 
jacobienne dégénérée, b; est équivalente a —,, done a est équivalente aa en 
vertu du lemme 32, donc a € Y'(A). D'où le théorème. 


Corottatre. — Le produit A dans Z(A) définit un produit A dans X(A). En 
particulier, pour le produit A de deux éléments et pour le degré, X(A) est une 
algèbre jraduée. | 

Prorosirion 11. — Si b,, ..., 8, sont des éléments de X(A), homogènes de 


degrés 4, ..., Sn, Ona 


(25) A. Abul inh biAbi2A.. A ba= p( ities + 1)0,A...Ab,. 


Si à; est pair, on a 
bA...Abr1AbiAbiA biuA---Ab,=2. 
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La formule (25) résulte aussitot du lemme 30. D'autre part, si a; est pair, la 
formule (25) entraîne que b,A.. Ab ADAG A bir... Xb, est d'ordre 2 
dans X(A), done nul puisque X(A) est un groupe abélien libre. 


Proposition 12. — Si xE À, yEA, 2EA, teA, ona 


(7) A(y) = ([æ, 1), 
()A(MAG)= (x, 7, 2h {17,5 eh ls 2, y D, 
(x,y, 2) A(t) =({e, 6} (y, €], [s D. 


Soit a=(x)A(y)El,:,2(A). On a ae, e, e)—=[x, y], d'où la première 
formule. Soit a —(æx)A(y)A(3)E d;,2,»,» (A). Ona 


LICE ere) eae cl aa 3,3). ete) by 68 |, 
WU (Bp 352) 5 bene) eres 


d'où la deuxième formule. Enfin, soit a’ = (x, y, z)A(t)EJs,5,2(A). Ona 
CMC ATG ORI WG) i Le AE alerts) re) Vl |, a’ (e, (3, 1,3), El = tm 


d'où la troisième formule. 


10. RELATIONS ENTRE LES PRODUITS A ET L’OPERATEUR OQ. 


Tutorkme 4. — Soient n un entier ~2, et a El, (A), ..., a,€l, (A), de | 
degrés #4, ...,@,. On a, modulo Y'(A), 


D(a A... Aa) = 2%, pin + am+...+ ans) A... Adu sr A D'un A us À: : : À An 
He LEG, «es bps fay ee Snap) € BE(p, Nn — p),r<—p—n} 
plat p+ 1+ 2457, (6,¢;,+ 2) (4, A--- Aa) Aa À. AG, 9° 


tp 


POLENE == Put sa DAP Sees pins s Pa ye Ona 
ONC Send AS An EIS, phy rh secs Prove pt (A) = Ip(A). 


Soit r un entier tel que 1<rZh,. Ona 


RARES je PEL 1 1 tt 
(DP: RAT TRE AO 4) (paies Ss ES AO CA en NU à 


= p(a+pi+. +pi+.+pit+ 


n n 
wottts Ti - + +5 À) 


+ pi aie al hs og ec ih à TOR M La 
Zozegul (hs, Soon Une conse ra Th) (ps is ce 107.) 

= pr + dit... + Qu + pit... + pi+ p+i)e. AA na 

Zovegue(U sae, bp} Jip ny J pup} Te 


[eens + hui) TIQUE 1 Ge) À 


Late PT 


| 
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1 ’ 
D'autre part, 
Tr 
D (a A..Aa AD un. ccna aie, Aan) 
4 1 u 
(CACHE ae De ee PC ON, Le ee Be CE 
BA 1 Pu, 
= | dea) (at + “a oie) 1 (DPE! sipihuee ip -P a) (ci, OU?) LT TS; CHINE à: Thu) 


+9 Ain a4”), Aho » Tha )| 
a(t), (1) 
= [au (ot \ RAT Thaw)? sey p(pt stay + ph+p a 1) Crete ney eee E 
4 “mess C (à. PE tpi Jr CE Jp tT, 9; or) An( Fy, +. Chu) 


en Boy (OG) ee, Ba) 


Ps eye 


Donc 


P,1+hy+.- ioe Pee 
D; fy RAT AR cp —p a 


— p(a + Like. t+ Lu) A-.-A an DE «spi/ = hp —p du À CPE VAE An 


. 


et, par suite, 


=i (4, Sos Eps PS 7 a Fee—p) = EPs Pr — P); 
| (27) ; : rh LCTL hu TAUEAN } ph sie a 
eee +O tee dun) A. A du À D'au À Gur À: A Da 


Calculons maintenant DP" ,,.;,,...,;.-»2+ Posant (QE Sa s:€ Si}, ,ona 


Bye Qe. ES Sore PLU RS hea = (A, Is a (81) as tn (Bn) je 


où I, désigne l'application identique de A. Done ge: j ; a 


al inet 


; j a)(e P Si; Mo) L 
Dar Nc : MORTE ce ight tet : ag tae I a) (Ge) 
ELLE] Pp? LLELEE] Er à hs 

ey pa pie. les eel isla af Dios pindats Midieh ae boa! Rs 
fay, aa (Bice mes Le, (Bi) FREE EPP mr ine 
Se nade uli tea FA F2 Ne F4 » 


iy saut pent tr A 7p: sores, ee tenu te ching 


d RACE Sop ve Hee seek on 2e AE es ty. ane ab £ Le 
hid sr nues rye 
ms) a) 4 


Le = ee Ba: Oe ig aes à je 
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où TED, 4 n+. est définie par 


TL) ca, T(2)—=2; R(3)=hi+...+ hi +140, ER 


T(Ay+..-+hat 2) =hy+...+ hi, ,+ 2. 


On a, par suite, modulo Y’(A), 


(ah DR 5 


spi hrs np 


a= p(n+p+i 
ats 2,> (au tj + 1)) ((4,4---A ce) A4;,A...A aj,_,)- 


Le théorème 4 résulte des formules (27) et (28). 


COROLLAIRE À. — Soient n un entier 2, et b,, ...,b, des éléments de X(A) 
homogènes de degrés «,, ..., %,. Ona 


ODA... Abn) = Ria pr + a see dus) D A... Abus ADL bu A-..Ab, 
+} (Lines hoe ses faxp) El Bp; LENS ÉD} 
pint ptit Zysj, (aa,+1))((b,A.. -A b;,) LO AC 07 = 


Cela résulte aussitot du théoréme 4 par linéarité et passage au quotient. 


CoROLLAIRE 2. — Sotent b,, b, des éléments de X(A) homogènes de degrés a,, %.- 
On a ; 
(aA b:) = 0b, À b; + p(æ) b, À db. 


C'est un cas particulier du corollaire 1. 
Ainsi, X(A), muni du degré, de 9 et du produit A, est une algèbre graduée 
différentielle. 


Conottame 3. — Le produit (b,, b,) -> b, Ab, définit un produit dans H 3(A). 


Ceci se déduit classiquement du corollaire 2. 

Ce produit sera encore désigné par A. Muni du degré et du produit a, 
IS (A) est une algèbre graduée (non associative). On notera que, en général, 
le produit A de plus de deux facteurs ne passe pas au quotient dans H 3(A). 


Proposition 13. — Dans l'algèbre graduée H 3(A), on a les règles de calcul 
suivantes : 


(29) NAY= pu +i)Y: A: 

SE Y1, Y2 sont homogènes de degrés «, «. : 

(30) ata EN) 

st est homogène de degré pair ; 

(31) pla) (HA) A Yat pa) (AY) AYA pare) (YAY) Ay:= 0 


SU Vis Yx, Ys sont homogènes de degrés &,, 4, %3. 
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oi a (29) et (30) résultent aussitôt de la proposition 11. D’autre 

part, le corollaire 1 du théorème 4 entraine en particulier, si 3 

aa LA oes, entraine en particulier, si b,, by, 6; sont des 
éments homogènes de X(A) de degrés a, a5, &, 


0(b,A 0,4 b6;) =— db, A b,A b;— pa) AVDA b3— plat %) OAK A db, 
+ (DA b,) Abs+ p(43%+1) (GA 63) A bs 
+ p(%s.%, +14 4;4,+1)(b,A0;)Ad,. 


SO: bs, b, sont des cycles (pour d), et si y,, Yo. Ys sont leurs classes dans H 3 (A), 
on en déduit 


0 — (A ÿ2) Ais p(s %) (y:A ys) A Y2+ P(a a+ a; 41) (ÿ2A Ys) À; 
d'où, compte tenu de (29), 


(yA y) Ayst par) plus) (AT) A ye part a: 4) (YAY:)Aÿi—=0, 


d'où (31). 
‘CHAPITRE IV. 
HoMOLOGIE ET COHOMOLOGIE D'UN ANNEAU BE Lie. 
11. ALGEBRE COMMUTATIVE GAUCHE D'UN MODULE GRADLÉ. — Les résultats de ce 


paragraphe sont bien connus, et de démonstration facile. Mais il est peut-étre 
malaisé de donner des références précises. C’est pourquoi on a dressé la liste, 
sans démonstrations, des assertions nécessaires pour la suite. On a fait grand 
usage d’une rédaction inédite de J. L. Koszul. 


Soit MS Me un groupe abélien gradué, les éléments de M* étant dits 


œ—0 


homogènes de degré z. On appellera algèbre commutative gauche de M et l'on 
notera G(M), l'algèbre (associative) quotient de l'algèbre tensorielle de M par 
l'idéal bilatère qu’engendrent les tenseurs de la forme 


aQb—p(as+i)b@a (pour ae M*, bEM?®), 
a@a (pour « de degré pair dans M). 


it de deux éléments u, ¢ de G(M). Le module M s'iden- 
Tout élément de G(M) est combinaison linéaire 
d'éléments de la forme a,...4,, où & eM*,...,a,€M*. Un élément de la 
forme a, ...a,, sera dit de degré t; +... + et d'ordre n. Le degré sur G(M) 
prolonge le degré de M. L'ordre sur G(M) prolonge l'ordre sur Ms! l'on convient 
que tous les éléments de M sont d'ordre 1. On appellera degré total sur G(M) 
(et sur M) la somme de l'ordre et du degré. Hy a un élément unité dans G(M). 


qui est d'ordre o et de degré 0. 


On notera u.¢ le produ 
tifie à un sous-module de G(M). 
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Si a (resp. 6) est un élément de G(M) de degré (resp. 3) et d'ordre a’ (resp. BY; 
ona 
b.a = p(aB + x'f') «.b. 


Soit M* la somme des M” pour p pair, M- la somme des M? pour p impair. 
Alors, G(M*) s’identifie à la sous-algèbre de G(M) engendrée par M*, et 
à l'algèbre extérieure A(M*) de M*; G(M-) s’identifie à la sous-algèbre de G(M) 
engendrée par M-, et à l'algèbre symétrique S(M-) de M-. Et G(M) s’identifie 
à l'algèbre produit tensoriel tordu A(M*)@zS(M_), la graduation utilisée pour 
définir ce produit tensoriel tordu étant l’ordre, à la fois sur A(M*) et sur SM). 
Si M* (resp. M-) possède une base totalement ordonnée (a;). [resp. (4 rer | 
formée d'éléments homogènes pour le degré, G(M) possède une base formée 
1, OÙ byte LT ae PORN RE STE ae 
éléments qui sont homogènes pour le degré et l’ordre. 

Pour tout r —0, 1,..., et pour tout système d’entiers a, 0, ..., 40, 
soitD,, «,....,une application multilinéaire de M* x... >x< M** dans un module A. 
Supposons que, pour a, EM”, ...,a,€eM”", on ait 


des éléments a,a,.. .4 dd, era, 


Da,,....2, (4) SONS I Gn) 
=P (ap op END er cu CEA a, (215 acte Ets Oran fig) CE ne Gn) 
et ; 
Deena ae Be Cpe Okie OR GL ine tues An) sO pour a pair. 


Alors, il existe une application linéaire et une seule D de G(M) dans À telle que 


Daya, «5 a) elas Gee a 


quels que soient a, EM*, ..., a,eM°”. 

Soit 4 un endomorphisme de M diminuant le degré d’une unité. Il existe une 
antidérivation (et une seule) x! de G(M) prolongeant #, c’est-à-dire un endo- 
morphisme 7! du groupe G(M) tel que 4/(1) = 0, et 


7! (a.b6)=1'(a)b + p(a)an'(b) 


sia, b sont des éléments de G(M) et si a est de degré «. Cette antidérivation 1! 
diminue le degré d’une unité et conserve ordre. Si a,EM*, ..., a,€eM°",ona 


a 
oy, ; 
MATE) =D pla cadet) ne Meena) Ur 1e (ne 


HA 


L'algébre commutative gauche G(M+M) de la somme directe M+M 
S'identifie au produit tensoriel tordu G(M)@zG(M) défini de la manière 
suivante : le module G(M)@zG(M) est le produit tensoriel ordinaire du 


—) 


| 


ik 
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module G(M) par lui-même; la multiplication dans G(M )&zG(M) est définie 
par (a,@ b;) | 
(a @ br) = p(3,2.+ 5 2,) (dy) @ (bby) 
si b, (resp. a,) est d'ordre 8) (resp. x) et de degré 3, (resp. a). 
L'application a+(a. a) de M dans M+M se prolonge d'une seule 
manière en un homomorphisme A (appelé application diagonale) de G(M) 
dans G(M+ M) = G(M) @zG(M). Si a, EM”, .... a, € M, on à | 


A(a...a,)=(a@Qi+iQu)...ta@i+1@Q ay) 
Yi 


Elune 08 dar flute vin-n) SEP, n— p) 


Vv ; * 
Plan ant 1) (Gi, i) @ (4j... G, dE 


Soit G(M)* le dual du module G(M). Les applications canoniques 
a "A 
G(M) x G(M)°—+ G(M)*@zG(M)*—- (G(M) @zG(M))"> G(M)* 


définissent une multiplication dans G(M)* qui fait de G(M)" une algèbre 
associative à élément unité. Si fEG(M)* et gEG(M)*. ona 


LANG Bed SITE... 1: Jt, :: -. Jar) SOL np) | 
-] (Es nant + 1)) f(a, SE i) Sj,» + Uj, 4) 


L'unité de G(M)* est la forme linéaire nulle sur tous les éléments d'ordre > 0 
de G(M), et égale à l'identité sur Z. 

Les éléments de G(M) de degré total donné forment un sous-module de G(M) 
dont le dual s‘identifie à un sous-module de G(M)*; la somme de ces sous- 
modules est une sous-algèbre de G(M)* qui sera désignée par G(M)'T, et sera 
appelée le dual gradué de G(M). Le degré, l'ordre. et le degré total définissent un 
degré, un ordre, et un degré total sur G(M)7. Si f'eG (M) resp. ge GM)7] 
est de degré « (resp. 8) et d'ordre z'(resp. 3°), on a g.f = p(ai + CO 
Les éléments d'ordre 1 dans G(M)*~ engendrent une sous-algèbre de G(MYT. 
dont l’orthogonal dans G(M) est réduit à o. 


12. LES ENDOMORPHISMES 0 ET 2 paxs G(X(A)) Er G(N(A))*~ — Dans toute la 
fin de cet article, A désigne désormais un anneau de Lie. 

Formons l'algèbre commutative gauche G(X(A)) du groupe gradué X(A)- 
Les combinaisons linéaires des éléments de la forme a, ...a,. où 


«di EXp,(AÀ); --.. tn E Np, (A) 


forment un sous-groupe de G(X(A)) qui sera désigné par Xp.p, (A). Le 
groupe G(X(A)) est somme directe des Xp....:p,(-4) qui sont distinets. Puisque 
es X,,(A) sont des groupes abéliens libres. les Np... -p,(-\) sont des groupes 
abéliens libres et G(X(A)) est un groupe abélien libre. 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. 1. y 
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L’endomorphisme 9 de X(A) se prolonge de maniére unique en une anti- 
dérivation de G(X(A)). Composant avec l’endomorphisme qui multiplie 
par p(n-+1) les éléments d'ordre x, on obtient un endomorphisme qui 


prolonge encore d et qui sera noté 0. Sia,,.... a, sont des éléments de X(A) 
homogènes de degrés a. ---, %n, Ona 


M 
(32) da NRA) = > pui LE Lie Li) Gi +. Ay (OAy) Ques - "Are 
1 


Jl est clair que 9 conserve l’ordre et diminue le degré d'une unité. 
Lene 33. — On a d0 — 0. 


En effet, si a et b sont des éléments de G(X(A)) de degrés « et 3, d'ordres x'etf, 
ona 


J0(a.b) — 0(p(5')da.b + p(a) p(a')adb) 
— p(s") p(3')(bda)b + p(B’) pa — 1) p(a’) da db 
+ p(a) p{a') p(£') da db + p(z) p(a’) p(x) p(a') « d db 
—(d da )b + a(d db). 


Donc, l’ensemble des zéros de dd est une sous-algèbre de G(X(A)), qui 
contient Z et X(A) (corollaire du théorème 2), donc qui est identique à G(X(A)). 


Lemme 34. — Il existe un Oe et un seul E du groupe G(X(A)) 
tel que 


(33) aj <6 ea) L(y ppt de secs Je pp] a — p), <p n} 
pir +p + Xu sj 2y 2+ Ltr den dis = 


quels que soient a, EX(A), ..., a, EX(A), homogènes de ogres Os Die son Lots 


Le second membre de (33) est évidemment multilinéaire en a, ..., a. 
Soit 5€%, la transposition de u et u+1. Posons a,=a,,;),. qui est de 
degré = %,;,, et étudions 


SH 4 OLR te Je) ESP pen En| 


; ¢ LU 2 LA , tT , LA 
pa Pre Migs jp i Zip 1)) (a; À. a TAN di,)a;, oe MY, ; 
1" Siu—=i, uit: ona 


re , ’ 5 , > i 
PO ae P Mig jl Ay AeA) (MD + + LD Gig) G+ + Tuy 
a3 teas; , d à x ene 
epee pp + Ly jy (ty dj 0) Pp (Mahar + 1) (À... Aui,)a,...a;, 


d'après la proposition 11. 
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2° SIu— Jr, U+1=Jer, ON 
ple + p+ Lys (aa, +1)) (a, A...A Uj,) Uj,» »- Uj, 3 

=p(n+p+£l,s;(au, +:)) Pau Xuri +1) (4, A... a;,) a, +++ 4j, 

d’après les lois de commutation dans une algèbre commutative gauche. 
3° Siu=1t,,u+1 == Ji, OH 2 
‘ v ’ , LA , 12 LA 
p(r+p+z,s;i (aa; +1)) (&,A...A Uj, ) 4j... Mj, : 
—p(# + p+ 2, >; Cao Lo je 7 1) (lai À: - À Us) ai, oo) 


— f Vv = ? 
= PA P + Lips jy (Ze) Zo jp + 1) + (Lu Zur + D) (Meinl. Atos) laf) » + + À 


Tin -p) 


et l’on a le même résultat si u — 7,, u +1 = 1. Done 


Sn NES p.u-phhicpisn! 
PCH pt Bigs jul Gig a, +1)) (4, A... Au,)a; 0, ” 
= p( Saher tt) Sf (hs ces ps Jis ces Jp) E SE(p. —p),1<p ni; 


> ’ ’ ’ 
pe + p+ 2,5 ;,(%i,%),+1)) (4, A...A Hin) Uj, teva tj. 


Maintenant, si 4,,,—=4, et si z, est pair, ce qui précède prouve que le 
second membre de (33) est égal à son opposé dans G(X(A)). Comme G(X(A)) 
est un groupe abélien libre, le second membre de (33) est nul. D'où le lemme. 

On définira Pendomorphisme 9 du groupe G(N(A)}en posant 


D =Q SE: 


Comme E s’annule sur X(A) et sur Z, 9 s’annule sur Z et prolonge 
l’endomorphisne 9 de X(A). On désignera par ¢ Fendomorphisme transposé 
de 9 dans G(X(A))**, quis’annule sur Z. 


Proposition 14. — L’endomorphisme 0 de G(X(A)) diminue le degré total d’une 
unité. L'endomorphisme à de G(X(A)) 7 augmente le degré total d'une unité. 


Il suffit de prouver la première assertion. Or, 9 diminue le degré d'une 
unité et conserve l’ordre. D'autre part, soient 4,.....4, des éléments de NCA) 
de degrés a, ..., %- Le degré total de a,.a,...4, esta—+a,+...+2,. Le 
degré total de (a,A...Aa,)4,...4,., est, compte tenu du lemme 26, 


Cr Pe Ma le où D Be Eg es RE 


done E diminue le degré total d'une unité, ce qui prouve fa proposition, 
, 0 » . . > ne 
Remarquons aussi que 9 n’augmente pas l'ordre, done que 2 ne le diminue pas. 


Lewme 35. — Soit w l’endomorphisme du groupe G(N(A)) qui multiplie un élément 
d'ordre n par p(n). Soit QL ’endomorphisme du groupe REX) &z NCA) 
qui est tel que Q(aQb) = p{(a +7) Br(a@b) lorsque a (resp. b dest de degre z 
(resp. 8) et d'ordre « (resp. 3’). Alors, st A désigne l'application diagonale 

4). 


+ 
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de G(X(A)) dans G(X(A)) @zG(X(A)), on a 
Ad =(0@w+2(1Qd)Q)-A. 


En effet, soient a,,..., a, des éléments de X(A) de degrés a,,---, %n- Ona 


OCG Cee 2 ener ips Jira +++) Jnp) EBE(p, 2 —p},1LULP, 0LPÆN} 
pfn+itot+...+ Ma + dus, (ana, +1) — 2,5 “ad 
(a... da, «++ Ay) @ (a; +++ ay,») 
HE { (ly, pig w+ Jn—p) ESÉ(P, H — D), ILUZN—P; o-~pan} 
PMI Bre dj + Bus jm (Ft Ym FY) — Zi ju Li) 
(Ui, +++ Uy) @ (GY, -- . da, +++ Gj, _») 
D | (lis op es Ji: ce JO ena 
ES£E(p, q,u—p—q) 2LPLRO0LILN—P} 
P(A PH Lips jou (ane, +1) + Base (one, +1) + 2,5 (Lm Gr +1)) 
(A... A&,)a;...4;,) @ (a... ,_4) 
TE as oma et TRE KE) 
ESt(piqgn—p—q,2£LqLn0oLp£N—g} 
PMA YH 2,0, du AY) + Big > be Ams he + 1) 
+ Lays, (%y Xe, 1) + (24, + 9) (Zai) + P) 
«(i++ + Gin) @ ((GL- +L Gq) ax...) 
HOT A) (at a) 2 ici tps Jin 2g eh) 
ESf(p,n—p),1LuZp,0Lp Zn} 
p Zain (Bet) FP HEH tee + a +N —p) 
(a... Oj,» Ain) @ (Gre a) 
UE EE UMTS. tag RE hep 
ESf(p,g,n—p—q), 22pain,oAqan—p} 
Pur (ane, +1) + Sn be (Sim Me 1) 
+ P+ GAP + di jn (Fn Fmt OY +R — Pp — 4) 
(( a, A... A ip) Gj, +++ Bq) @ (Gig ++ ig pq) 
(Q(FQ OVA) (aan EE STE Ep) 
€Sf(p,u—p)12u2zn—pozpAn} 
P (Zar jo (Hi Fin FY) + (Seq p)(2a;,) 
ine apr ae ER LD, ip ae) 
(a... &,) @ (Gj, +++ das... Up) 
HZ, se tpt iy vos Ja Rampe) 
ESf(p,qun—p—q)2LqLn,0Lp£Ln—gq} 
Ps (a, +) + Eux (ou he +) 
+ (Bat p) (2a, + Èa,) +n —p+9q 
SB Big ta Sn Uh LE) + (Bat p) (Ba, + q + Éar,)) 
(pe “,) (SN Cay Aare AN dj.) Lk, Aan Uk, pq) 


Soient T,, Ty, ..., Ts les termes généraux de ces sommes successives. On a 
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aussitôt T,=T;, T,; = T,. Les coefficients de T, et T, ont pour rapport 


pP(m + it ayt...+ Opiate Lays je Li 
+ (Lay+ p) (La, + Laj,—1)+n —p+1+ a,+...+ a.) 
= + \ 
= P(4e, + 1+...+%, + 2e,+ p+ pta,+...ta,.)=1, 


donc T,=T,. Les coefficients de T, et T, ont pour rapport 


p(n + qt 2(a;,,a,+1) + (Za; + q) (Zac) 
+ p+ (laut p)(Za;,+ Zax.) + n —pt+ qt (Xa,+ p) (2a;,+ q+ Zo,)) 
= p(2(a;,, %+ 1) +(Za;,) (Ley) + q(Zai) +( 2a) ¢ + pq) 
= p((2a,,,) (2a,,) + pg + (Xa,,,) (2a,,) + pq) =1, 


done T,=T,, ce qui achève la démonstration. 


Lemme 36. — Ecrivons €=4,+ 44, où à, modifie l’ordre d’un entier pair, et 
où ©, modifie l’ordre d’un entier impair. Soit f (resp. g) un élément de G(X(A))* , 
de degré « (resp. 8) et d’ordre «' (resp. 3’). Ona 


o(f-g)=p(S') (Of)-g +f. (ag) + pa +a’) f. (dg). 


En effet, en identifiant canoniquement G(M)*@zG(M)* a(G(M) @zG(M))", 
ona 
d(f.s) = d'A(F@S) ="(A9) (FB) 
= (‘A(10 @)) (F@s) + (AR1@‘0)'2) (fs). 


(‘A (10 @'@)) (f@s¥) =A(Of@ p(s) = p(3') (6/)-8; 
(‘MQ (1 @0)'2) (f@ye) = pla + 2') 8)'AQ(1@) (f@xe) 
= p((a+ a) 5)/MO(F@ dg) 
= p((a + 2) 3)A'2(f@og+f/® Oe 
et l'on a À 
Q(f@ dog) = p((a +2’) (8 +1))f@ ds: 
'2(f@ag)=pl(e+2') 8) f@ ag. 
Done 
(‘A'2(1@0)'2) (f@¥) = p(a+ a) 'A(S® dg) +'AF@ Ae) 
= plea’) f.(dg) +f. (ds), 


ce qui achève la démonstration. 
’ No STORE * 
TueorneMe 5. — On a dd = 0 dans G(X(A)), 66 = 0 dans G(X(A)) 
Soient &, -.., 4, des éléments de X(A) de degrés @,. ..-. 4. Montrons 
d'abord que la composante homogène d'ordre 1 de dd(a,...a,) est nulle. 


Sin—1, ceci résulte du corollaire du théorème 2. Supposons x >t Observons 
d'abord que la composante d'ordre 1 de 2(a,...a,) est ai A... Ada. | tilisant 
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plusieurs fois cette remarque, on voit que la composante cherchée est 
Zn, pC it at... + dus) GA A y PAU PA Nine DS tt, 

Sl (tree - +s pi rr 2 ep) COE Py nh SP Paap ay 
p(a + p+ isa tir 1))((a A... AM) AGLA-- À Gn») + O(a, AN... AN GE 


Notre assertion résulte alors du corollaire 1 du théorème 4 

Par transposition, ce s'annule sur Vensemble des éléments d'ordre 1 
de G(X(A))*™. Soit mate f (resp. g) un élément de G(X(A))*~ de 
degré a ( resp. 8) et d'ordre &' (resp. 3°), et supposons 22/ = cog =o. Ona 


O(f-s)=p(S) (Of) +f (Og) + pa + 2) f- (dog 


Done 


i) BEL WEB) fs) + vB) ON. Bis) + PB P+ #0 Of) Or 
- p(S'+1)(df).(dig) + f.(didig) + p(a+ a’) f.(d,0,2) 
tb pl(a+ 2’) p(3') (df). (due) + pla + 2’) f. (0,008 
+ p(z+ a) p(a + 4') f. (dude 
= fig + dis + pa + a’) (00,2 + didog)). 
Or, la relation 


NON x LR. 5 ~» Ve. gig 
0 = O0g = (0,0) + Oy dog) + (00018 + 01 dE) 


entraîne, par des considérations d'ordres, 
ESS FANS LATEST eo. 


La formule (34) montre alors que 2(f.£g) =o. 

Done 25 s'annule sur la sous-algébre de G(X(A))** engendrée par l'ensemble 
des éléments d'ordre 1, de sorte que 29(G(X(A))) est orthogonal à cette sous- 
algèbre. Done (G4 AXE 0 et, par suite, 99 — 0, 2? = 0. 

On considérera G(X(A)), G(X(A))** comme des complexes en les munis- 
sant de a, de ¢, et du degré total. Le groupe d'homologie de degré total n 
de G(XCA)) [resp. G(X(A))*~] sera désigné par HJ,(A) [ resp. HJ"(A)T. 

Le schéma ci-contre résume la structure du complexe G(X(A)) jusqu'au 
degré total 4. Sur une même verticale, on a placé les points représentant 
les X Xp, pep, (A) pour un même degré total. Les segments issus de ces points et 
dirigés vers la gauche indiquent Re quels Xqig;...:q,(A) l'opérateur 9 envoie 
les éléments de Re, 10 © 


13. HomoLociE pes ANNEAUX DE Lie. CAS DEUX GROUPE DE COEFFICIENTS. — Soit © un ~ 
groupe abéhen dans lequel opère l'anneau de Lie A : pour tout ae A, on s’est 


donné un endomorphisme 9 x.0 du groupe @ et l'on suppose que 


(yt 4) OS 0 ad Paie] = ry. (ary. 0) — re. (2.0). 


On va définir, pour tout 4€ Y(A), un endomorphisme 9 -> 4.0 du groupe On 


al 
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tel que (a, +4; )0 — a,.8 + a..0. Il suffit de définir {arbitrairement Lendo- 
morphisme 9 — a.0 lorque a€J,(A). On pose : 


1° 4.0 — 0 si p n'est pas de la forme (2, 2, ..., 2); 
2” a.Q—ale, ...,e).0 si p est de la forme (2, 2, .... 2), 
Lemme 37. — St a et b sont des applications jacobiennes équivalentes on a 


1 @.9=b.8 pour tout 1E0. Si A où O est sans 2-torston, et st a est dégénérée, on a 
4.0 — 0 pour tout VEO. 


Si a n'appartient pas à un ensemble}, , (A). n'appartient pas non plus 
: ä un ensemble J... (A), donc a.0 = b.0—o. Supposons 4€ ,,,:,.. (A). 


X2:2:2:2 


Onatiae).(A), ROEI.(A); Ua ct Gb sontéquivalentes, done (Ra)(ey= Ube) 


ei > ae == ah Sa 
comme on la yu au paragraphe 7, done ae, e, .... = be, let 
donc :a.0—b.0. Si ae: .2)(A) est dégénérée. Ua est dégéncrée, 
done (Ra)(e)—a(e, ....e) est d'ordre 2 dans A. Si A est sans 2-forston. On à 


done a(e e)=o0, a.0—o. Dans tous les cas. a.9 est d'ordre » dans ©, 
done nul si © est sans 2-lorsion. 


Pe eee ee 
Proposition 1). — Si A on @ est sans 2-torston, l'application bilinéaire (a9) 4.9 


de Y(A)x90 dans © définit par passage au quotient une application bilineaire 
de X(A)>0 dans 0. 


LR 2 » ’ = == i £ s il à 
Ceci résulte du lemme 37, et du fait évident que (a + ( ay).9 =o quels qu 


soientaed(A) et 9E0. 5 . 
SiugX(A). on nolera encore §->a.9 Vendomorphisme de 


| 
| 
| 


© défini par 
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Lemme 38. — Quels que soient a€ Y(A) ct 9€0, ona (Da).9=o0. 


Il suffit d'envisager le cas où aé€J,(A) =I, mA). Si deux des p; sont 


distincts de 2, aucun des Dr, p@ n'appartient à d,.,2(A), 
done (Da).HÜ—=o. Si tous les p; sont égaux à 2, on a Da—o. Supposons 
done p—(2,2,...,2,n,2,...,2), nr apparaissant a la s'"° place. Ona 

De CE pour r 4s el De? ees ,4€d Se US AT St 2e (A). 


Si n> 3, au moins l'un des nombres p,n—p-+1 est > 2, donc (Da).9 = 09. 
Reste enfin le cas où n= 3. Soit b= Ua. On abed,(A), donc b=(z, y. 3), 
avec 2 + y+3= 0. D'autre part, Da = Db[mod Y’(A)] et Db = (a) + (y)+(4), 
done 

(D6).6=2.04- y.94+5.9=(4 + y +3:).0—0. 


Done (Da).9 =o. 
Lemme 39. — Sotent u, El, (A), . ... a, Ep, (A). St l’un des p; west pas de la 
forme (2, 2, ...,2),ousin >2,0na (&A.. .Aa,).0 — 0 quel que soit 9E0. 
En effet, a, A...Aa,€l, pp. (A). 
Lemme 40. — Quels que soient a, EY(A), a, EY(A), 9E0, ona 
(a, A a).0 = ay.( 42.9) — as. (ay-9). 


Il suffit, d’après ce qui précède, d’envisager le cas où 


ay EJu,2 2 (A), Ur ESo,2,...,2 (A). 


Alors, & Ad: @Jio,2,..,2)(A), et 


(a: A ae, «+5 ep [ay(e,°- 15e), Oy (ey soe) 
Done 
(cag LN hy). Oe [ay (6... + 5, 8) 2 (4) Soe) }.0 : 
me Je) (es. 81.0 — GCE, aa ty ete Fess -6)59) 
= ay.(4.9) — ay. (a, .9). ‘ 


Proposition 16. — On suppose A ou © sans 2-torsion. 


a. Soient a,,..., a,(n==2) des éléments de X(A) de degrés a1, ..., &n, el 
soit VEO. On a (a,A...Aa,)0—0, sauf si n=2, 4, —a;—0; dans ce 
dernier cas, 


(A @).0 = a.(a:.0) — a.(a.0). 
b. Ona(da).) =o quels que soient ae X(A), 1E0. 


Ceci résulte aussitôt des lemmes 38, 39 et 40 par passage au quotient. 
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Proposition 17. — On suppose A ou © sans 2-torsion. existe un endomorphisme 
et un seul, noté encore 0, du groupe abélien G(X(A))@z9, tel que 
(35) O((a,... dn) @ 9) = O(a... an) @9 

tS p(n + Lt) (se hye te Gui 4 3, CO (229) 
a“ 1 

lorsque ai, ..., a, sont des éléments de X(A), de degrés ui, ..., «,. 

Le deuxième membre de (35) est multilinéaire en ay, ..., Ge §. Si l'on 
permute a, eta,, O(a... a) @Q Vest multiplié par pCa, +1). Pour vu 
Be BS 4. Gy Aust > ss Gn CS multiplie par p(%%a1+1). Enfin. 


comparons les expressions 
(36) p(@—1) (1. +. Gee eee. un) © (@o—1- 9) + pO) (Gr à «+ dore Murs + + + Un) ® (us.4) 
et 


(37) pe — 8) (are. dos Men Mest +++ An) @ (as.9) 
+ p(e)(@;... Queue eee an) @ (av-1.0). 


ll est immédiat que la deuxième est l'opposée de la première. D'autre part. 
a,_,.9=a,.9=0 sauf si Pun au moins des nombres a, 1, % est nul. Mais, dans 
ce cas, p(%1% +1) = —1. Dans tous les cas, l'expression (37) se déduit de 
l'expression (36) par la multiplication par p(%e1%+1). Done le deuxième 
membre de (35) est multiplié par p(%—1%+ 1) quand on permute a, ct @. 
Si a,_, — a, et si x est pair, tous les termes du deuxième membre de (35) sont 
nuls sauf éventuellement l'expression (36), qui est alors formée de deux termes 
opposés; donc le deuxième membre de (35) est nul. D'où la proposition. 

Si @=Z, six.0—o pour tout ze A et tout 0e, et si l’on identifie canoni- 


. quement G(X(A)) @z0 à G(X(A)), l'endomorphisme 9 de la proposition 17 se 


réduit à l’endomorphisme 2 déjà défini dans G(X(A)). 

Soit a un élément de G(X(A)) de degré a, d'ordre «’, de degré total & + 2”. 
On munit G(X(A))@ 9 de diverses graduations en considérant a®% comme 
de degré «, d'ordre +’, de degré total « + a’. 


Proposition 18. — L’endomorphisme d de G(X(A))@z9 diminue le degré 
total d’une unité. 


En effet, avec les notations de la proposition 17, si B est le degré total 
de a, .-- Gn, 0(41---4n)@ 0 est de degré total 8 —1 d’après la proposition 14. 
D’autre part, si a,.0 #9, le degré total de a, est 1, done @& dus @urt + + + % 
est de degré total 3—1, done (@i..:@uwa@u--: dy) Q(a-0) est de degré 
total B— 1. D'où la proposition. 


Taéorëme 6. — On a dd — 0 dans G(X(A)) @z0. 
6 
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é Dia , . pe 
Avec les notations de ta proposition 17, on a, compte tenu du théorème 5 ct 
de la proposition 16 


(Ga) ON) = BI ton, tea eee 
pin+i+tat...+ 4-1) p(a+s+1) 
(ai sed Olly. Hay ue Cj Oh iin 8) 00 (675 0) 
+2{izi<cyjan} p(a+i+s +1) p(n—1+1+4) 
(die Up Bigs + Aj -Bj44--+ An) Q ((MA a;).0) 

+ Ef (hi, ees Un Sty ces Jn-p) € SE(p, N—p), I< pan—1,1<gan—p} 
pa + pt Xyrjley, e+ 1) p(n— pit g+iti) 
~((4i, A. «Li Bin) Uy, «= + Bg y+ Bay y ++ Gy») @ (4-9) 

+2{i2izn, izjan, tify} p(rnt+sy+i1)p(n+at+...+ as) 
(Gi... dis OO js. « » « Bj-4-j44 --- An) Q (2;-9) 

ES (bry eee Ong frs ces Jn p) EBL(P, N—p), I< pan—1,1ZAgZn—p} 
PC ++) PR a+ p + Bis (an +1) — Zaria %q +1) 
-((u, A... LA Gig) jy + + + Giga Fig tn + Un) @ (G,-9) 

+ZfiZi<j£n}p(n+j+i)p(n—1+i+:s) 
(Gr. ire Oya. ja js ce Gn) @ (4:-(4;-9)) 

+Z2{iZj<i£n}p(n+j+i)p(rn—1i+i—-i1+:) 


(di... 4j 1. Aya ee Gin Gigs. ++ An) Q (æ.(a;.0)). 


Désignons les termes généraux de ces sommes par T,, T,,..., T;. On a immé- 
diatement T,—=—T,. On a T,—=—T,; en effet, le rapport des coefficients 
de T, et de T, est 


p(n+ p+n—p+itg+n+j,+itn—1+ p— Dis; (au %,+1) 
| = PP + 9 +14 Sy + id jq( Gig %, + 1))- 


Or, lorsque les termes considérés sont non nuls, ona a, = 0, done 
ty ni Ze; ( Sys + 1) 


est égal au nombre total des indices &,, e’est-à-dire à p, augmenté du nombre 
des indices j; qui sont inférieurs ou égaux à j,, c'est-à-dire g. Le quotient 
considéré est done p(p+q+1+p+q)=—1, d'où notre assertion. Enfin, 
la dernière somme peut s’écrire 
Efici<jÆn}p(n+i+i)p(n+j+i) 
(dre din Gi ee ja jun eee An) Q (a; (ai.0)). 


Soil T} son terme général sous cette forme. On a T,T, + T, =o; en effet, 


T,+7,+T,= P(t J) (Gus. ce Oper <tr ys (jy jyr + An) 
e ® ((uA a;).0 — a.(4;.0) — a;.(a.0)) 
ot 
(uA a;).0= a.(a;.0) — a;.(q.8). 
D'où le théorème. 6 


CU à 


| 
| 
| 


HOMOLOGIE DES ANNEAUX DE LIE. 70 


Ainsi, lorsque A ou @ est sans 2-torsi è C 
HN q 9 est sans 2-torsion, G(X(A))@zO, muni du degré total 
2d, es 5 x ’ 4 | 
0,9, est un complexe. Le groupe d’homologie de degré total n de ce complexe 
sera désigné par HJ,(A, 0). 
Pour les degrés totaux 0, 1, 2, 3, l'endomorphisme 9 se calcule grâce aux 
formules suivantes, qui résultent aisément des propositions 10 et 12 


(38) 00 =o, 

(39) O((x) @0)=— 0, 

(40) dr, 5) @ 9) = (x) BI + (y) QV + (3) @0, 
(41) I(((x)-(¥)) @ 0) =l2z, y]Q0+y @(x-0) — x @(y-9), 


4 x a 

(42) (= 7 ) Q ) = (z,zr,r")@0+(7, 7's ¥")@94+ (5, 2, 57) @9 
ee as À 

ae (x, ae 3) (ose) 0 — (x, x; 3) & 9 oe. (x", ys 51) ® 9, 


We Now 3 t 
(43) (zx y + # )@O 
a y" z" t" 


(x, x, 2") @9+ (yy, ¥") OO+ (5, 3, 5") 90+ (4 & 0") OS 
—(x, y, —x~©—y) @9—(2,t, —s—6) @0—(2', t, —2’— 1) @9 
—(y', 3’, —y'— 71) @0— (2", 3", —2'— 2) @0— (y, 4, — y"— 8) 4, 
(44)  9(((x, ys 3)-(4)) @ 9) =— ((z)-(4)) @ 9 — ((y)-(2)) @ 9 — ((5)-(4)) @9 
+ ([z, 4} Ly, €], [5 tD@M—(x, 7, 5) @ (4.0), 
(45) A(((z)-(y)-@)) O0 =— (Lx, y]})-(4)) 9+ (Lz, 5])-()) @9 
—((Ly, 2])-(7)) @0 + (Lx, y, sly, xl [5,2 x) @9 
— (y)-Az)) @ #.0 + ((x)-(5)) © (¥-9) — (x)-(¥)) D (3-9). 


ti ta à: 


14. CoHOMOLOGIE DES ANNEAUX DE Lig. CAS D'UN GROUPE DE COEFFICIENTS. — Soit 
toujours @ un groupe abélien dans lequel opère A. Considérons les homomor- 
phismes des groupes abéliens G(X(A)), Xpupy...sp.(A) dans le groupe abélien 0. 
Ils constituent les groupes Homz(G(X(A)), 9), Homz(Xp,....;p,(A), O Le 
deuxième groupe s’identifie canoniquement à un sous-groupe du premier. La 
somme des Homz(Xp,,...;p,(A), ©) quand p;, ..., Pu varient, est un sous-groupe 
de Homz(G(X(A)), 9), qu'on désignera par Homz(G(X(A)), 8), et qui est 
muni d’un degré, d’un ordre et d’un degré total. 

Proposition 19. — On suppose A ou ® sans 2-torsion. Il existe un endomorphisme 
et un seul, noté encore 6, du groupe abélien Womz(G(X(A)), 9), tel que l'on ait, 
pour tout f€Homz(G(X(A)), 8) 

(46) (Sf) (a1---4n)=f(O(a--- Gn)) + Yo pcr EU) dae f (Aro Murs Carrs + Un) 
a1 
lorsque a, ..-, @, sont des éléments de X(A) homogènes de degrés 01, +++; %n. 
Si l’on permute a,_, et &, l'expression 
. f(d(&-.-an)) +2 iZuZcn,ufrv—t, UV} Aye f (Ai - ++ dure uti ++ - Uy) 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. ie 


1 
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est muldipliée par Pere Hr). Ensuite 

(47) p(v—3s) (byte f (Uy. dos... an) PC) toe CURE EU oe ita) 
est remplacé par 

(48) per) doe f(y oo Beit Mente Mn) pv) tos TC, EL EEE Un) 


et les expressions (45). (48) sont opposées; d'autre part, elles sont nulles sauf 
si l'un au moins des nombres 4, &,, est nul, auquel cas p(a_ 12 + 1)—=—1. 
Dans tous les cas, (48) se déduit de (47) par multiplication par Pair +). 
Si a,==4,, et si a est pair, le deuxième membre de (46) est nul. D'où Vexts- 
tence d'un élément 2f de HomZ(G(X(A)), 0), et même, comme on le voit 
facilement, de HômZ(G(X(A)), 0), tel qu'on ait l'égalité (46). H est clair que 2/ 
dépend linéairement de /. 


Proposition 20. — Lendomorphisme 6 de HümZ(U(X(A)), 0) augmente le 
degré total d'une unité. 


Ceci se démontre comme la proposition 18. 
Tuéorème 7, — On à 55 =o dans Hôm,(G(X(A)), 9). 


La démonstration est analogue à celle du théorème 6. Indiquons seulement 
le calcul de 52f 


(of)(u...an =  Étr Lin, 1Lj LR, ifs) PE +14 Lie a4) p(r + j) 
AS A ACT OT COTES EU 
4+ BlrcicjZal p(an+é+j+s)p(a—1+1) 
BC CiLN: js) ET A GU aes salty EE Bim hg poll flee «hla 

ED, Ops fi ee Jn—p) € SE(p, H—p), 1< pan, 1agan—p} 
P(A p + Bays jl ee 1)) pla = p +12 9 +1) 
jg S( (Ui De A Ui, jy ee + Gigs gars Gu -p) 

4.e{icicn ASS an,t 4s) plas) pa auch... ee) 
jf (Oy ee - Mis dt Mig 5 Ajith jaa +. + By) 

HE (Gy ey bp Say ces Jn—p) BP, —p), 1<<p£n—1, 1Lq/Ln—p} 
PCA + Sy) PQ IP + as (di +2) — Lind sq (Lig tig +1)) 
jy f ((UiD-- A di) Qj, ++ gs qe + + Gap) 

HÈTiZi<j£n}p(n+i) p(n—1+/—1) 

(a: (ay f(y oo. G4 ty East. Un))) 

HEIZLj<i£n}p(n+i) p(n—1+/) 


(a. (ef (es... Oj ig jad à à + Aire isa + 2 Gn))) 


ef (ous les termes se réduisent deux à deux. 

Ainsi, lorsque A ou © est sans 2-torsion, Hümz(G(X(A)), 6), muni du degré 
folal et de, est un complexe. Le groupe @homologie de degré total n de ce 
complexe sera désigné par II"(A, 6). 
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* = my! F % » e A . 

Soit 0’ un autre groupe de coeflicients dans lequel opère A, et soit w un 
homomorphisme de 0 dans 0! permutable avec les opérations de A (autrement 
dit un homomorphisme de A-modules). On suppose 0 sans 2-torsion si A n’est 
pas lui-même sans 2-torsion. Soit w, lhomomorphisme de Hômz(G(X(A)), 0) 
dans Homz(G(X(A)), 0’) défini canoniquement par ©. On a wio9— 300, (on 

* = A N . , ~ = = \ 
désigne par la même lettre ¢ l'opérateur de cobord dans Hôm,(G(X(A)), 0) et 
dans Homz(G(X(A)), 0’)). Done w, définit, pour tout, un homomorphisme w; 
de HJ"(A,0) dans HJ"(A,0’). Il est immédiat que HJ"(A, 9) est un foncteur 
covariant de @. Si 

o>0>0'> 0">0 


est une suite exacte de A-modules, la suite d’-homomorphismes associés 
o-> Hom, (G(X(A)), @) > Hom, (G(X(A)), 0’) > Hom, (G(X(A)), 0’) +0 
est exacte parce que les X,....p,(A) sont des groupes abéliens libres. On en 
déduit classiquement une suite exacte de cohomologie 
...—> HJ (A, 6") > HJr(A, 6) > HJ"(A, 0’) 5 HJr (A, 0’) -> HJ" (A, 6) >... 
les homomorphismes HJ"(A, 0”) + HJ"**(A, ©) étant naturels, c’est-à-dire 
permutables aux homomorphismes de suites exactes. 


Pour les degrés totaux 0, 1, 2, l’endomomorphisme ¢ se calcule grace aux 
formules suivantes : 


Si fEO, on a à feHomz(X,(A), 9), et 


(49) (of) ((æ))=x.f; 

Si feHomz(X,(A), 9), on a 2 feHomz(X; (A), 0) + Homz(X,..(A), O), et 
(50) (8f) ((æ, 2, 3)) = fe) +F(9)) +I) 
(51) (8f) ((x)-(y)) =F x) — 2 FY) +7 f- (Cr); 


Si feHomz(X;(A), 0), ona 
6feHom, (X;,;(A), ©) + Hom, (X,(A), 9) 
+ Hom, (X;,2(A), 9) + Hom,(X:,:2(A), 9), 


st Tr 
É “(= ye ))- Se, 2, 21) +I (HID YY) HIG 52 7) 
bi — f(z, Ms 5)) — f(x an s')) — f((2", Je) s")), 


CARS AS A 
(53) dof ee PET Al 
at ee ÊE 


= a) +L Pr YAEL (5 2 VALE GEN 
pe foi ba ONO MC 
EG ATEN tauren | AE ol =e): 
(54) Of ((z; LÉ s).(t))=f(U([2, t], [y t|, [5, 41) ae t. f(x, J 5): 
(55) 6f((x).(¥)-(4)) =f(([4 7; 3],[%) 4; wv, [5 +, D). 


E* 
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Si feHomz(X,,.(A), O6), on a à fEHomz(X, (A), 0) + Homz(X,....(A), (0), 
et 
(56) Of (2, 7, 5)-(t)) =—f((z)-(4)) — f(y) -(4)) — f(()-(0)), 
(57) Of ((x)-(y¥)-(4)) =—S (Le) ¥J)-(5)) + (x, 2))-()) — fr, 31) (2) 

+ 2.f ((y)-(5)) —y f((2)-(4)) +5-S((2)(Y))- 

Proposition 21. — Les groupes HJ°(A, ©), HJ'(A, O) s'interprètent à la 
manière habituelle : 

a. HJ°(A, 0) s’identifie au sous-groupe des éléments de © invariants par A; 

b. HJ*(A, O) s’identifie au groupe des homomorphismes ‘4 du groupe A dans 
le groupe © tels que U([ x, y])=2x.U(y)—y¥.U(x), divisé par le sous-groupe des 
homomorphismes du type x > æ.0(0 étant un élément fixe de @). 


L’assertion a résulte aussitôt de la formule (49). 
Un cocycle de degré total 1 s’identifie à une application Ÿ de A dans @ telle 
que 
Y(o)=o,  $(—2r)=— (2), 
v(x) + (yy) + (2) =0 S 2t+y+s=0, 
Plz, y]))=#-b(y) — y-(2) 


[d'après les formules (50) et (51)]. La deuxième et la troisième condition 
équivalent a la condition 
H(z) +U(y)—Y(e+y)=o 


quels que soient +, yEA; elles signifient donc que Ÿ est un homomorphisme 
du groupe A dans le groupe ©. D'où aussitôt l’assertion b. 


15. EXTENSIONS DES ANNEAUX DE LIE ET COHOMOLOGIE DE DEGRÉ 2. — Soient B un 
anneau de Lie, © un idéal abélien de B, A Fanneau de Lie B/O, À l'homomor- 
phisme canonique de B sur A. Pour tout yEB, l'endomorphisme 0 + [y, 0] du 
groupe abélien © ne dépend que de la classe a de y dans A. On poscra[y,0]=2.0. 
Le groupe abélien © est ainsi muni d’une structure de A-module. 

Supposons À sans 2-torsion. Alors, il existe unc application p. de A dans B 
telle que g(o)=0, 2 (u(x))= x et p(— x) =— px) pour tout reA. 

Pour tout système (a, y, 3) d'éléments de A tels que + y+3=0, ona 

(p(x) + p(y) + (3) =o, done p(x) + p(y) + p(:)e6. 

En posant 

Jr, 7, 3)) = (x) + p(y) + p(s), 
on définit donc une application de J,(A) dans ©. Il est clair que 

J((æ, y, 5)) = f( (4,2, Y))=SUy, 5, æ)) 
= f((2, 3, y))=f((z, Yr æ))=f((y, x, 5)), 
I; =) —3)) = f((æ, zy); 
S((0, æ, —x))=0. 
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Comme A est sans 2-torsion, la proposition 7 montre que / définit un homo- 
morphisme g de X,(A) dans 0. 


D'autre part, pour x EA, y EA, on a u([x, YD—[u(x), u(y)] €0. En 
posant 


JC) (¥)) = Be, D —[u(æ), BON], 
on définit done une application de J,(A) >< J,(A) dans @. Il est clair que 


LU), (YI =f (2), (—¥)) =—Sf' (x), Q))- 


La proposition 6 montre que /f’ définit une application bilinéaire de 

X:(A) x X,(A) dans 0. Comme f'((y), (x))=— f'{(x), (y)), cette appli- 

cation est alternée, et définit donc un homomorphisme g‘ de X,.(A) dans 0. 
Le couple (g, g’) s'identifie à un élément de Homz(X;,(A) + X,. (A). 6). 


Proposiriox 22. — Le couple (g, g') est un cocycle de degré total 2. 


L’assertion relative au degré est évidente. On a, d'autre part, d’après les 
formules (52) à (55) 


(0g) ((@)-(y)-(=)) + (8g') ((æ).(7).(5)) 
=s(([2, », 38 [% 3 7) [5 2 9}))—s' (2 7 D-()) 
+2' (fe, =])-(¥)) — 8 (rx) + 2.8 (()-(5)) — 7-8 (2)-(5)) + 28") 07)) 
= p([z, 7, 5) + (y, 5, 2) + (fs, & y) — px, 7, 5) + [pe y), BC) | 
+ p[z, 3, 7) —[pilz, 21), BO) I— Br, 3, & D) + Ley 51), 22) | 
+[p(x), ely, 2) —[80@), 8) [80 Be, 5) —[e(2), eG] 
+[e(s), Be, D —[e(2), BOT 
=—[p(z), [e(y), 8@)]]+ [80 Fe), ACs) 1] TRG), Tr) 80) =e, 
(Og) (Cz, y: 5)-(0)) + (ôg') ((z, y, 5)-(4)) 
= g(([z, t], y, th [5 €) + eg((æ, x 3) —g(().() — 8 (07-04) — 8" ((5).(0) 
= (fx, 6) + pr, el) + els 6) [4s Be) + 1A, #0] 
+[u(e), uG)]— (2, 4) + [2 (2) #1 
— p(y, 4) + fe), OI eC D +1 eG), 2) | =e. 


- ile Sex ig 3 ere ER LE NE 
aff » 2 ¢))+ean((e x 2 ¢ ) 
KL EN das a phage D 


=s((a, z',z"))+e( 7,7) FEC 2, 3) FES LD) 
—8ULY, —z—7))—g((s6 —s—t))—g((2, d'y —#)) 
ly) ee AE) 

= pe) + pe) + pe") +B) FBO) + BO") + BG) + OE) p(s") 

+ p(t) + ue) + pe) — (x) — BI) + ke +7) — BO) — BED) + p(s +4) 
—p(ey— ple) + pa +) HO) — BE) HE EU +e) 
pat) — p(s") + pe"+ 3") — 2") — BE) + Q"+ 4) : 

—p(r+y)+p(s+0) + eal +e) + RYH) + p(at+s") + p(2"+ l= 0, 
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puisquev+y+s+t=a'+y'+ sttaa'+y'+s'+=0. 


(CNY SONT MT 
(ag)( (2 » 2 }}+()( x » # ) 
x" y! gl" x" y! =! 


= g((z' x", 2")) +8 ((¥1 H's") +8 ((s 7, 7°) 
— g((2, es 5)) — g((2’, La z')) — g((z", ae 3")) 
= px) + px) + pa") + ey) + pr) + BO") + us) + BEE) + OS") 
p(x) — p(y) — ps) — pa) — by) — (3) — Be") — (x) — BG") = 0: 


D'où la proposition. 


Proposition 23. — Si l’on change le choix de y, le cocycle (g, g') est remplacé 
par un cocycle cohomologue. Tout cocycle cohomologue à (g, g') peut étre obtenu 
en modifiant p. convenablement. 


En effet, un autre choix de fr est de la forme p.+ À, où h est une application 
de A dans © soumise aux seules conditions h(o) = 0, h(— x) =— h(a). Alors, 
définit un homomorphisme # de X,(A) dans @. Les homomorphismes g, 


! 


g’ sont remplacés par des homomorphismes g,, g’, tels que 
A((c,7,;2)) =(R+h) (2) + (p+h) (y) + (H+ A) (4) 
= p(2) + ely) + (4) + A(x) + h(y) + A(z) 
=g((&, ¥, 3)) +k((@)) + k((y)) + A((5)) = (8 + 84) ((æ, 7, =)). 
$1 ((2)-(y¥)) = (p+ 4) (Le, ¥])-— Te +4) (2), (4 + 2) (¥)] 
= pl, y]) + Ale, D —[e(2), BOII- 82), 20) + THON, &(2)] 
=8' ((4)(y)) + ACL, D) — &.k((7)) + 7 A((æ)) = (8' + OK) ((æ)-()), 
done (g1, g,)—=(g, g’) +4, ce qui prouve la proposition. 
Corottaire. — L'extension B de A par © définit un élément de H J°(A, 0). 


Proposition 24. — Soient B, B' deux extensions de A par @ définissant sur © la 
méme structure de A-module. Si B et B' définissent le méme élément de HJ (A, 0), 
ces deux extensions sont équivalentes. 


D’après la proposition 23, les choix de représentants x, w' peuvent être faits 
de telle manière qu’ils définissent, non seulement la même classe de coho- 
mologie, mais le même cocycle (g, g’). Considérons alors l'application U de B 
dans B' qui transforme p(æ) +0 en p/(x) +0 quels que soient EA et VEO. 
I est clair que cette application est bijective. Montrons que c’est un homomor- 
phisme pour la structure additive et pour le crochet 

U(p(e) +0+ px!) + 01) 

= U(g((a, 2, — # — 2’)) — p(— # —2') +0 +0) 

= U(p(a+ 2') + ¢((2, 2’, —x—x!)) +0+0/) 

= » («#+2')+¢((2, a, —x2—2')) +04 0' 

= “i Ce) + pl (a) +0 + 0'= U(p(x) + 0) + U(p(a") + 0), 

(Lp eee + 9, p-(ar!) +B) 

== Bee pa) | + a0 — 21.0) = U(r (Lx, 2']) — 5" ss t).(æ)) + v.0'— 2.0) 
=p" (La, se ER gil sik hak Nels see hoes Ce) | + 2.0 — a! 
={# (x) 19, (at) OJ ==[U(p (a) +0), Up 0 )|: 


~~ ee 
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COROLLAIRE. — Pour qu'une extension de A par @ soit inessentielle, il faut et il 
suffit que Vélément de HS*(A, ©) qu’elle définit soit nul. 
Proposition 25. — Tout élément de H J°(A, @) correspond à une extension de A 


par. 


En effet, soit (g, g’) un cocycle représentatif de la classe de cohomologie 
donnée, et définissons sur l’ensemble produit B— A xO une addition et un 
crochet de la maniére suivante : 


(a, 0) + (2, 8!) = (24+ 2", g((r, x’, —x—-2'))+940'). 
[(æ, 0), (x, 0')]= (La, æ'], — g'((x).(2')) + a.0'— a'.0). 


Montrons que B devient ainsi un anneau de Lie. L’addition est commutative. 
car 


Elle admet l'élément neutre (0, 0), car 


(x, 0) + (0, 0) = (2, g((x. 0. —x)) +9) = (x, 0). 


Chaque élément (a, 6) admet un opposé, l'élément (— x. — 9), car 


(x, 6) + (— 2, —0)= (0, g((7, — x,0)))—=(0, ©). 


L’addition est associative, car 


((2, 0) + (2, 0’)) + (2, 0”) ' 
=(a+2', g(x, x, —v@—2')) +040) + (2%, 07) : 
(rc +2, 2((2 +2), a, —x— a’ — 2") + ey == 2) + 0+ 0'-+ 9"), 

(x, 0) + ((2’, 0) + (2”, 8") 
= (a, 0)+ (2+ 2", g(2', 2", —v' — a") +0 + 0") 


(2 4 a + 2", grrr, — 2 — au") Hg 2", a" — 2) + 0 0)’ 4-0"). 
Or 
7 Ta —x—a 
vo = (dg +0) 0 oe — x" 
SS Ti aw x + a! + 1 


as ” ! DE he # 
=r (ce, 0, —2x))+8((2", a", — 2 —a")) + e((— rr", ee ,d Ha A )) 
" . . off — dees EN ls 
— g((x, 2; rer = 2((0, 2." ))—S (= 2, — 2 eh a A )) 
: " J # 
=o((2, à +2", — 2 Lee ee ae olla ut, ae )) 


(e+ ax, 2, 2 — at —at)}—g((es 2 ree )). 


d’où notre assertion. 
Le crochet possède les propriétés suivantes : 
LC, 0), (a, 0)]= (fe, 2]; Be (ey eyyerk el 2.0) = (6,0) es 
6207 : = (f2', a], — #'((2!).(2)) #2 0 = 0) } 
[ez > 0’), (2, 0) | ([æ r | e' ((a).(0")) = eh ae OPS ()). (au 0) \. 


(fur, at), : 
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Le crochet est distributif par rapport à l'addition. En vertu de la propriété 
précédente, il suffit de vérifier la distributivité à droite. Or 


[(æ, 9), (z', 9) + (x, 6")]=[(2, 9), (2'+ 2", g((2', 2", — z'— x") + H’+ 6") ] 
= ([z, 2'+ 2"), —g'((x).(z'+ x")) 
+ x.g((a!; 2", — a2! — 2") + 0.0 + 2.0" — (a! + 2").0) 
et 


[(x, 9), (a, 0) ] + (x, 0), (2, 0) ] 
=([ax, 2], —2'((x).(2')) + 2.0 — 2.0) + (zx, 2], —2’((2).(2")) +2 — 71.0) 
(zx, 2) fr, T'es 2 fr 2") Se ae) 
— g'((x).(z')) — g'((æ).(2")) + 0.0! — 21.0 + 7.0" — x".0). 
Or 
o = (dg + og’) ((2', x", —ax"— x").(x)) 
=g(({2', x], [2", 2], —| 2,2] —[2", «)))+ a.g((2, x", — z'—zx")) 
— §'((2").(@)) — 8'((2").(@)) + 8'((2'+ 2"). (x) 
=— g'((2).(a!' +2") + vg ((a', 2, —a!— 2") 
—s(([%, 2], [2, x" |, —[ax, 2 |]—[a, 2"|)) +8'((%).(2")) + 8'((2)-(2")), 


-d’ou notre assertion. 
Enfin, Pidentité de Jacobi est vérifiée, car 


(7.9), (a 0). (at, ET (es af — 8'((2).(2")) + 2.0 — 27.0), (a, 0") | 
= ([z, 2’, x"], —g'(([x, 2']).(2")) +[a, x'].0" 
+ 2".2' ((x)(a2')) — a" (x.0') + 2".(2'.8)). 


Permutant circulairement, et ajoutant, on trouve 


[(2, 0), (a, 97), Ca, D) + [(2', 0), Ce”, 07), (x, 9)] + [(2", 0"), (x, 0), (z’, 0") 
==([2,2', 2") +[2', 2", 2], e(((2, 2, 2"), (a, 2", 2], —[e, 2, 2")— [52 æ|)) 
—e(([z, z'])-(2")) + [ 2, 21.0" + ag). Ce) — 2". (x.0) + 2" (2.0) 
i (([a!, ae) + fe, 28 + ag ((2').(2")) — 2. (2.0) + (a 0) 
+ (2,2, 2'|,—g' (Ce, D.) +2", 10 + 2g! ((x").(x)) — x". (æ".0) + 2'.(.r.0")) 
=(—[2", a, 2'|, g(([z, 2’, 2"), [a', 2", x], [2", æ, æ'])) — g'(([æ, 2']).(2")) 
— ¥'(([ 2", 2" |).(@)) + xg" ((2).(2')) + 2.8" ((2').(2")) 
+ 2'.(x.0") + 2'.(x".0) +[ ax, x").0') 
+ (a, x, 2), —gi(([2", @]).(2')) + [a", x).0'+ ag" ((2").(æ)) 
| — g'.(x".0+x'.(x.0")) 
= (0,g((—[2", 2, x’), [2", 2, z'], o))+g(([x, 2, 2"), [2', 2", 24, [ay a, 2'})) 
— ge, 2|).(a")) — 4 (es 2"). (æ)) — g'(([2", æ]).(æ!)) 
+a".sg'((æ).(2)) + xg" ((x').(2")) + ate! ((2").(x))) 
=(0, g(([z, 2’, 2"), fae’, 2", x], [a", x, z'1)) 
8" (Cas D) (2")) + 8'((L a, 2")).(2')) — g'((L2', 2"]).(x)) 
+ as" ((a").(a")) — ag! (Ce). (a) + ag ((æ).(æ'))) 
= (0, (dg + dg") ((a).(2!).(2"))) = (0, 0) =o. 
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LES 
ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS 


Par M. Marcet BERGER. 


On — 


INTRODUCTION. 


En recherchant dans [3] les différents groupes d’holonomie homogène 
possibles pour une variété à connexion affine, j'avais déterminé en particulier 
les groupes d’holonomie homogène érréductibles des variétés dont la connexion 
affine possède un tenseur de courbure à dérivée covariante nulle. Une telle 
variété est localement représentable (et globalement, si elle est complète et 
simplement connexe) par un espace (homogène) symétrique, c’est-à-dire, en 
bref, un espace homogène G/H pour lequel H est le sous-groupe des points fixes 
d’un automorphisme involutif = de G. Ces résultats sur les groupes d’holonomie 
pouvaient donc conduire à la détermination des espaces symétriques irréduc- 
tibles: si g est l'algèbre de Lie de G et h (resp. m) le sous-espace propre pour 
la valeur propre +1 (resp. —1) de l’automorphisme involutif s de g induit 
par celui de G, l'espace symétrique G/H est dit irréductible si la représentation 
adjointe de h dans m est irréductible. Mais les caleuls pour obtenir ces groupes 
Wholonomie étaient longs, et inachevés en basse dimension; ce qui suggérait 
de déterminer les espaces symétriques irréductibles directement, par la 
recherche des automorphismes involutifs d’un groupe de Lic. On étudie 
d’abord les automorphismes involutifs 5 d'une algèbre de Lie g, c'est-à-dire 
les espaces locaux symétriques, ensemble d’une algèbre de Lie g et d'un auto- 
morphisme involutif s de g, de points fixes la sous-algèbre h; on note un tel 
espace local symétrique g/b. | 

D'après des résultats de K. Nomizu [24]. on peut supposer. si l'espace gf) est 
irréductible, que l'algèbre de Lie g est semi-simple. La base de la recherche des 
automorphismes involutifs d'une algèbre réelle semi-simple g est l'existence. 
pour tout automorphisme involutif o de g, d'une sous-algèbre compacte maxi- 
male g, de g, qui est invariante par 3; l’espace local symétrique g/h détermine 


donc un espace local symétrique de g, et l'on est ramené au problème de la 
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détermination des espaces symétriques de groupes compacts; ces derniers ont 
été déterminés par E. Cartan dans [11]: ce sont en particulier des espaces 
riemanniens (pour une métrique définie positive). | 

On détermine ainsi tous les espaces locaux symétriques g/l) des algébres semi- 
simples. Mais tous les espaces obtenus ne sont pas irréductibles; pour déterminer 
ceux qui le sont, il est nécessaire d'étudier la représentation (linéaire réelle) 
(ad(h), n), ce qui se fait par l'intermédiaire de la représentation (ad(b,), m,) 
d’un espace symétrique local compact g,/h, naturellement associé à g/b. 
Lorsqu'on détermine ainsi les diverses représentations (ad(h), m) des espaces 
locaux symétriques g/} pour lesquels les algèbres g sont sémples, on constate le 
phénomène suivant. Rappelons d'abord que si (£(p), W) est une représentation 
irréductible de l'algèbre simple complexe ÿ dans l'espace vectoriel complexe W, 
et (c(p), W) la représentation dans W d'une forme réelle p de ÿ. obtenu par 
restriction à p de (2(ÿ), W), on définit une représentation de p dans un espace 
réel V, qui est irréductible, mais que deux cas seulement sont possibles : soit 
dim, V=2dim, W, et la représentation est dite de 2° classe, soit dim, V= dim, W, 
et la représentation est dite de 1° classe. Le phénomène constaté est le suivant : 
soient p et p’ deux formes réelles de ÿ ct une représentation irréductible (£(ÿ), 
W). Alors, les deux représentations(2(p), W) et (2(p'), W) n'ont pas néces- 
sairement la même classe lorsque les formes réelles p et p' sont isomorphes. Ce 
résultat semblait cependant implicitement contenu dans Fensemble de [10]. 
Ce phénomène est lié au fait suivant : on sait que dans une algèbre de Lie 
semi-simple réelle p, les différentes sous-algébres compactes maximales g, 
sont toutes isomorphes par un automorphisme intérieur 9 de p. Une forme 
réelle telle que p est déterminée par un automorphisme involutif = de la forme 
compacte p,, dont les points fixes forment la sous-algébre g,. Il se trouve 
que si g, et g sont les sous-algébres des points fixes de deux automorphismes 7 
et 7 de p, définissant des formes réelles p et p', il n'existe pas nécessairement 
d’automorphisme intérieur de p, pour lequel g, et 4 sont isomorphes, lorsque 
les formes réelles p et p' sont isomorphes. Ce fait avait été reconnu par E. Cartan 
dans [12]. Il est alors facile de démontrer que les représentations (p(p}), W) 
et (c(p’), W) ont certainement même classe si les sous-algèbres compactes 
maximales correspondantes g, et g, sont isomorphes dans p, par unautomor- 
phisme intérieur. On détermine alors les seuls cas pour lesquels la classe 
de (2(p), W) n’est pas univoquement déterminée par la structure de la forme 
réelle p de ÿ : ce sont les représentations notées Spin‘ (47) dans [3], et celles 
justement sur lesquelles le phénomène a été rencontré. 

Déterminant les espaces symétriques G/H quelconques, il était naturel 
d'étudier ceux qui généralisent les espaces hermitiens symétriques : ceux-ci ont 
été étudiés dans [5]; ils sont hermitiens et même kählériens dès que la variété 
sous-jacente de G/H admet une structure presque-complexe invariante par G. Il 
n’en est plus de même dans le cas des espaces symétriques quelconques : il faut 


wer 
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alors distinguer entre la notion d'espace C-symétrique, espace homogène symé- 
trique muni d'une structure presque-complexe invariante par G et la notion 
d’espace symétrique semi-kdhlérien, espace symétrique muni d’une forme 
d'Hermite de rang maximum (de signature quelconque) et invariante par G. 

Toutes les propriétés d’un espace symétrique peuvent s étudier sur son espace 
local symétrique g/l); mais elles ne peuvent être «remontées» en propriétés 
de G/H que si H est connexe; mais H n'a aucune raison d'être connexe en général. 
C'est pourquoi on établit qu'un automorphisme involutif 2 d'un groupe de Lie 
(quelconque) laisse invariant un sous-groupe compact, maximal convenablement 
choisi, K de G. Ce qui permet d’abord de montrer que le groupe H est le produit 
topologique du groupe C formé des points fixes dans K de l'automorphisme de K 
induit par = et d'un espace vectoriel réel: en particulier, le sous-groupe H a 
toujours un nombre fini de composantes connexes. On en déduit aussi, en un 
sens à préciser, qu'une propriété de g/) se remontera si et seulement si elle se 
remonte pour l'espace symétrique compact maximal K}C. 

Utilisant un résultat de Mostow [21], l'existence d’un sous-groupe compact 
maximal K de G invariant par X'entraine que, topologiquement, l'espace homo- 
gène symétrique G/H est un espace fibré, de base l’espace symétrique K/C et de 
fibre homéomorphe à un espace vectoriel réel. La topologie des espaces symé- 
triques est donc ramenée à celle des espaces symétriques compacts. On déduit 
aussi de l'existence de cette fibration que si l'espace symétrique G/H est 
compact, alors le groupe G est nécessairement compact. 


Le contenu des différents chapitres est le suivant : 


Le chapitre I rappelle la définition d'un espace symétrique et les propriétés 
de la connexion affine canonique qu’on peut y définir. On définit ensuite les 
notions d'espace local symétrique, et celles d'espaces symétriques ou locaux 
symétriques qui sont C-symétriques et semi-kählériens. 

L'ensemble des chapitres II et III est consacré à la détermination de teutes les 
structures d'espaces locaux symétriques g/ à 9 semi-simple. Après avoir défini 
les notions d'espaces locaux symétriques isomorphes et ext-isomorphes, où 
ramène d’abord le problème de la classification des structures d'espaces locaux 
symétriques isomorphes (ou ext-isomorphes) au cas où l'algèbre g et sa forme 
compacte g, sont deux algèbres simples. On associe à tout espace local symétrique 
g/b son espace local symétrique compact maximal g,/§i1, en montrant qu on 
peut toujours définir l'algèbre réelle g à partir de sa forme compacte g, par un 
automorphisme involutif + commulant avec l'automorphisme involutif G déti- 
nissant la structure symétrique g/h. Deux structures locales symétriques 1s0- 
morphes ont des espaces compacts maximaux isomorphes. Qo ramène la 
classification a celle des espaces compacts en montrant que, réciproquement, 
si g/b et g/h’ ont même espace compact maximal gi/gr» c'est que : soit ils sont 
isomorphes, soit g/l’ est isomorphe à l'espace associé de g/h, défini par l'auto- 
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morphisme involutif oz. On peut alors déterminer les espaces locaux symétriques 
g/l) d’une algèbre 9 simple (de forme compacte simple) en recherchant les 
espaces symétriques g:i/g1, de la sous-algèbre compacte maximale g, de g, qui 
se prolongent en un espace local symétrique de toute l'algèbre g. Ce qui est fait 
dans le chapitre III, pour toutes les formes réelles simples g. Le cas où l'algèbre 
g est pseudo-complexe simple, c'est-à-dire celui où sa forme compacte g, n’est 
pas simple, est traité à part. 

Le chapitre IV est consacré à la détermination, parmi les espaces locaux 
symétriques g/h 4g semi-simple, de ceux qui sont irréductibles, C-symétriques, 
semi-kählériens. Ce qui se fait en étudiant la représentation (ad(h), m). On 
traite à part le cas où g est non simple ou bien est simple mais pseudo-complexe, 
pour se ramener au cas ou g et g, sont toutes les deux simples. On compare la 
représentation (ad(), m) à celle (ad(B,), m,) de l'espace local symétrique 
compact g,/l),, correspondant à g/l. Pour caractériser ceux de ces espaces qui 
sont semi-kahlériens, on obtient un théorème analogue à celui de [5] : l'espace 
local symétrique g/l) (pour lequel g et g, sont simples) est semi-kählérien si et 
seulement si l’algèbre H contient un centre à une dimension dans ses sous- 
algèbres compactes maximales. Et l’on caractérise en mème temps, parmi les 
espaces locaux symétriques g/l (ag et g, simples) ceux qui ne sont pas irréduc- 
tbles : ce sont ceux pour lesquels la sous-algèbre f contient un centre à une 
dimension, mais qui n’est pas dans une sous-algèbre compacte maximale de h. On 
détermine aussi dans le chapitre IV la nature exacte de la représentation linéaire 
(ad(h), m), par l'intermédiaire de la représentation complexifiée (ad (fj), m) dont 
on montre que c’est la même que la représentation complexifiée de (ad(h,), 
mt). Quant aux représentations (ad(h,), mt.) des espaces symétriques compacts 
§./hu, elles ont été déterminées par E. Cartan dans [41]. 

L'ensemble des résultats des chapitres II, HI et IV est condensé dans le 
tableau II, qui donne toutes les structures non ext-isomorphes d’espaces locaux 
symétriques et, pour chacune de ces structures, la nature de la représentation 
(ad()), m) et si cet espace local symétrique est réductible, C-symétrique ou 
semi-kahlérien. Le tableau II définit ces structures par l’algébre g et l'algèbre lj; 
ceci est justifié parce qu’on montre dans l’ensemble des chapitres II et III que, 
non seulement deux espaces locaux symétriques g/h et g/h’ pour lesquels hy et hy’ 
sont isomorphes, sont eux-mêmes ext-isomorphes, mais encore que deux 
espaces symétriques quelconques G/H et G/H', dont les espaces locaux symé- 
triques sont g/h ét 9/h’ (avec b et b! isomorphes), sont encore isomorphes. 

L'examen du tableau II montre que deux espaces symétriques peuvent avoir 
le méme groupe H sans étre isomorphes; ce qui n’arrive pas pour les espaces 
symétriques riemanniens : cela tient à ce qu’un groupe linéaire irréduetible non 
compact peut laisser invariantes plusieurs métriques non proportionnelles. Le 
tableau II montre enfin le phénoméne, signalé plus haut, concernant la classe. 
des représentations réelles irréductibles. . 
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Dans le chapitre V, on étudie les propriétés des espaces symétriques G/H pour 
lesquels Gest semi-simple. Il faut d'abord préciser, étant donnés un espace local 
symétrique g/l et un groupe de Lie G dont l'algèbre de Lie est g, à quelle 
condition g/h se «remonte» en un espace symétrique G/H. Si l'on définit le 
groupe G comme le quotient G*/Z, du groupe simplement connexe G* par le 
sous-groupe Z,, discret Z, du centre Z de G*, il faudra, et ce sera suffisant, que 
l’automorphisme £* de G*, qui remonte l'automorphisme involutif 5 de g, 
conserve globalement Z,. On indique alors rapidement comment les automor- 
phismes involutifs £*, correspondant aux divers espaces locaux symétriques gl, 
transforment le centre Z de G*. 

On établit ensuite qu'il existe toujours une décomposition topologique 
G—K.N du groupe semi-simple G en produit du sous-groupe compact maxi- 
mal K par la sous-variété N homéomorpbe à un espace vectoriel reel, qui est 
invariante par l’automorphisme involutif = définissant l’espace symétrique G/H, 
soit E(K)—=K et E(N)—=N. On en déduit toutes les propriétés globales des 
espaces symétriques G/H à G semi-simple : d’abord, une décomposition sous- 
jacente H = C.E, avec CCK et ECN, pour le sous-groupe H. D’ou la nature du 
groupe d'holonomie homogène W de G/H : il est identique au groupe (ad(H), nr) 
[ d’après [24], on était seulement assuré que le groupe d’holonomie homogène 
restreint W, était identique à la représentation (ad(H,), ut) de la composante 
connexe de l’élément neutre de H ]. La recherche des espaces symétriques semi- 
kahlériens est raménée à celle des espaces symétriques kahlériens (pour un 
groupe H non connexe). On peut aussi ramener l'étude des géodésiques de 
l'espace symétrique G/H à celle des géodésiques de l’espace symétrique 
compact K/C; ces dernières ont été étudiées dans [12]. On utilise enfin des 
résultats de Mostow [21], pour montrer que l’espace symétrique G/H admet 
une fibration de fibre homéomorphe à un espace vectoriel réel : on précise la 
nature de la base et de la fibre, dont on montre qu’elles peuvent être considérées 
comme des sous-variétés totalement géodésiques de G/H, et que G/H induit, sur 
l'une une métrique riemannienne à courbure positive ou nulle, sur l'autre une 
métrique riemannienne à courbure négative ou nulle. 

Le chapitre VI généralise certaines des propriétés des espaces locaux symé- 
triques et des espaces symétriques à groupe semi-simple, au cas d’un groupe de 
Lie quelconque. On montre d’abord que tout automorphisme involutif d'une 
algèbre de Lie réelle respecte une décomposition de Levi-Malcev de g. On en 
déduit l’existence d'un sous-groupe compact maximal K du groupe de Lie G, 
d’algèbre de Lie g, qui est invariant par >. Puis que le groupe Il estle produit C.E 
d’un sous-groupe C de K par un espace vectoriel réel E; et, appliquant [21]. 


une fibration de G/H, de base K/Cet de fibre homéomorphe à un espace vectoriel 


réel. | 
Enfin, on déduit de cette fibration que les seuls espaces symétriques 


compacts sont ceux dont le groupe G est compact. 
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Dans [1], Allamigeon a étudié les espaces symétriques harmoniques et les a 
déterminés à l’aide du tableau II. 

Les résultats de ce travail figurent en partie dans deux Notes aux Comptes 
rendus [2], qui contiennent quelques erreurs: on a signalé ces dernières. 


*, 


Depuis la rédaction de cet article, j'ai eu connaissance des travaux [29], 
[31], [34]. Dans [29], la classification des espaces locaux symétriques est 
faite lorsque l’algèbre g est une algèbre réelle simple classique. Dans [31] 
figurent : d’une part, une démonstration du lemme (0°2.: [ott per? 
lemme 1.3; d’autre part, une formule générale permettant de déterminer 
la classe d’une représentation linéaire irréductible d’une algèbre de Lie simple 
réelle à l’aide du poids dominant de la représentation complexifiée, formule 
qui est en accord avec les résultats du n° 18; [31], p. 11, théorème VIT. 
Enfin, [34] donne une interprétation géométrique des espaces symétriques 
du tableau IT. 


Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin du 
texte. 


CHAPITRE I. 
DÉFINITIONS. 
|. ESPACE SYMETRIQUE : 


Derinirion 1.1 ([24], p. 52). — On appelle espace symétrique un espace homo- 
gène G/H tel que : 


a. le groupe G est un groupe de Lie connexe, 

b. le groupe G est effectif sur G/H, c’est-à-dire que H ne contient pas de sous- 
groupe invariant non discret de G; 

c. il existe un automorphisme involutif (c’est-à-dire dont le carré est l’auto- 
morphisme identité) X, de G, tel que, st l’on note Hy le sous-groupe fermé des 
éléments de G invariants par X, et par M, la composante connexe de l’élément 
neutre de Hy, alors on a pour K : 


H,cHcHy. 
Le sous-groupe H sera appelé le groupe d’isotropie de l’espace symétrique G/H. 


Remarque. — Dans le cas où la condition b n’est pas satisfaite, on peut la 
satisfaire en considérant, au lieu de G, le quotient G/C de G par le sous-groupe 
invariant C de G qui est contenu dans H; puisque C est dans H, il est invariant 
par l'automorphisme involutif définissant G/H et défini donc un espace homo- 
sène du groupe G/C : (G/C)/(H/C), qui satisfait aux conditions a, b, c. 


Symétrie par rapport à un point de G/H. — L’automorphisme & définit par 


À 


pu 
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passage aux quotients un homéomorphisme différentiable de la variété M sous- 
jacente de G/H, pour lequel le point origine de G/H (c'est-à-dire la classe 
correspondant à un élément de H) est un point fixe isolé : c’est la symétrie par 
rapport à l'origine. On transporte ensuite cette symétrie, à l'aide du groupe G, 
en une symétrie par rapport à un point quelconque de M. 


Exemple. — La variété sous-jacente M d'un groupe de Lie G peut toujours 
être considérée comme un espace symétrique de la façon suivante : on munit le 
groupe de Lie GX G (produit direct de G par G) de l’automorphisme involutifE, 
défini par Z(g. h) =(h, g), quels que soient g et À appartenant à G. Le groupe 
d’isotropie H est l'ensemble des (g, g), où g parcourt G; il cst isomorphe au 
groupe G et l’espace homogène M=(G x G)/H est homéomorphe à la variété 
sous-jacente de G, puisque la classe modulo H de (g, /) est la même que celle 
de (gh, e) (où e désigne l'élément neutre de G). La symétrie par rapport à 
l’origine n’est autre, lorsqu'on a identifié G et M, que l'application g - 87". 


2. Espace LocaL symérriQue. — L’automorphisme E induit un automorphisme 
involutif ¢ de l'algèbre de Lie g de G; et l'algèbre de Lie } de H, n’est autre que 
la sous-algébre de g, constituée des points fixes pour o de g. A tout espace 
symétrique G/H est donc associé un « espace (homogène) local » (voir définition 
dans Tits [26], p. 44), que nous noterons g/l, espace local qui est caractérisé 
par la donnée d’une algèbre de Lie réelle get d’un automorphisme involutif ode g. 
Une telle structure sera appelée un espace local symétrique; la sous-algèbre |) 
sera appelée l'algèbre d’isotropie de g/l). Par abréviation, on écrira «E. L. 8.» 
pour «espace local symétrique ». On prendra garde de ne pas confondre la 
notion d’espace local symétrique avec celle d’« espace localement symétrique ». 
définie dans le numéro suivant. 

Pour étudier les espaces symétriques G/H, il est naturel d’étudier d’abord 
les E. L. S. Mais, en général, si G est un groupe de Lie d’algébre de Lie g, un 
E. L. S. g/h ne se remontera pas en un espace symétrique G/H, puisqu'un 
automorphisme (involutif) de g ne pourra pas, en général, se remonter en un 
automorphisme de G. C'est cependant toujours le cas, évidemment, si G est 
simplement connexe. Méme dans le cas important où G est simple, nous verrons 
au n° 52 que tout E. L. S. de l'algèbre de Lie g de G ne peut pas toujours se 
remonter en un espace symétrique G/H de G. 


3. CONNEXION AFFINE CANONIQUE. — Soit G/H un espace symétrique (pour Pauto- 
morphisme involutif £) et g/l) son E. L. S. (pour l’automorphisme involutif ¢ 
de g). Notons m le sous-espace propre de g pour la valeur propre —1 de 5. 
Puisque h est le sous-espace propre de g pour la valeur propre +1 de 5, on a 
(3-1) (hhlch. [hsmlem [mwmich 
et l’on pourra écrire g—h + ™, où le signe + désignera, comme dans toute la 
* 
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suite (sauf mention explicite du contraire, c’est-à-dire dans le chapitre III et les 
tableaux I et II) une somme directe pour les espaces vectoriels sous-jacents de H 
et de m, mais non nécessairement une somme directe pour les algèbres de Lie. 
Cette décomposition de g sera appelée canonique. 

En particulier, considérons la représentation adjointe ad(h) de h dans g; les 
formules (3.1) montrent que cette représentation conserve m; on notera 
(ad(h), mr) cette représentation restreinte à nr. De même, de ce que 5 (X)— —X 
pour tout X Em, on déduit que la représentation adjointe de H dans g conserve m; 
on notera (ad(H), m) cette représentation. En général, le groupe d’isotropie H 
et le groupe (ad(H), w) ne sont pas isomorphes. 


Remarque. — La condition b de la définition 1.1 est équivalente à la suivante : 
«la représentation h + (ad(h), m) est fidèle ». Donc le groupe d'isotropie H est 
toujours un revétement du groupe ad (H) opérant dans m. 

On définit sur la variété sous-jacente M de l’espace symétrique G/H une 
connexton affine canonique (Nomizu [24], p, 52-55), pour laquelle le tenseur 
de torsion est nul et le tenseur de courbure à dérivée covariante nulle. Cette 
connexion affine canonique est compatible avec la symétrie par rapport a un 
point quelconque de M; dans le cas particulier où cette connexion est celle d’une 
métrique (ce qui, [24], p. 55, est toujours le cas si G est semi-simple), la 
symétrie par rapport à un point zEM n’est autre que l’application y -> s.(y) 
définie par : «æ est le milieu d’un segment géodésique [ y, s,(y)]». Et cette 
symétrie est une isométrie. 

Réciproquement, un des intérêts des espaces symétriques est que (E. Cartan, 
K. Nomizu, [24], p. 58) : 


Soit V une vartété, munie d’une connexion affine telle que le tenseur de torsion 
et le tenseur dérivée covariante du tenseur de courbure soient tous les deux nuls: 
une telle variété est appelée localement symétrique. Alors V est localement repré- 
sentable par un espace symétrique. 

Ce qui entraîne (Ehresmann [16]) que, si la variété V est complète pour sa 
connexion affine (notion qui coincide, si la connexion est celle d’une métrique 
définie positive, avec la notion d’espace topologique complet pour la topologie 
induite par la métrique), alors il existe un revétement de V qui est un espace 
symétrique. 


4. GROUPES D'HÔLONOMIE. — La connexion affine canonique d’un espace symé- 
trique possède un groupe d’holonomie homogène W et un groupe d’holonomie 
homogène restreint W,, qui est la composante connexe de l’élément neutre 
dans W([24], p. 40). Ce dernier groupe ¥’, est habituellement noté o([3],[6]); 
mais ici nous emploierons la notation W, pour éviter toute confusion avec les 
automorphismes involutifs définissant les E. L. S. et qui seront toujours notés c. 

D’après [24], p. 50, l'algèbre de Lie de W (oude W,) est isomorphe à ad(h,), 
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où h, désigne l'idéal de h défini par h,=[m, m],. Et, lorsque G est semi-simple, 
on a ([24], p- 96) :[m, m]=h. Donc, lorsque l’espace symétrique G/H est à G 
semi-simple, on a, pour le groupe d’holonomie homogène restreint : 
W,=(ad(H,), m). Mais nous verrons au chapitre V (proposition 56.1) que la 
structure des espaces symétriques G/H à G semi-simple permet de montrer qu’on 
a-exactement YW = (ad(H), m). 


9. ESPACES SYMÉTRIQUES IRREDUCTIBLES : 


DÉFINITION a. 1. — (Nomizu [24], p, 55-56). — L'espace symétrique G/H (resp. 
son E. L. S. g/h) est dit irréductible lorsque la représentation linéaire (ad(h), m) 
est irréductible. 


Proposition 5.1 ([ 24], p. 56). — Tout E. L. S. gh trréductible est tel que : 
soit g est semi-simple, soit | m, m]— 0. 


Le cas [m, m]=o est a part et se traite directement; un tel E. L. S. est défini 
par la donnée d’une algèbre de Lie quelconque h et d'une représentation 
(c(h), m) de h dans un espace vectoriel réel m; l'algèbre g est alors la somme 
semi-directe de h et m, pour cette représentation (vor n° 48 ou [25 ], exposé 22, 
p. 3), c’est-à-dire que l’espace vectoriel sous-jacent de g est la somme directe 
(d'espaces vectoriels) g = +m, pour la structure d’algèbre de Lie définie par 
les crochets : 

[X, Y]—o quels que soient X et Y dans m; 
[X, Y]=e(X).Y quels que soient dans X et h dans m; 
[X, Y] est le crochet dans l’algébre de Lie }. 


Les espaces symétriques du type ci-dessus sont tous ceux correspondant 
ainsi aux représentations fidèles, réelles, d’une algébre de Lie quelconque b. Ils 
sont irréductibles si et seulement si cette représentation (£(h), m) est irréduc- 
tible; les représentations irréductibles réelles des algébres de Lie réelles sont 
connues [10], donc les espaces symétriques correspondants sont bien déter- 
minés. é 

Du point de vue de leur connexion affine canonique, les E. L. S. du type 
ci-dessus sont beaucoup plus simples : d’après [24], p. 50, leur groupe d’holo- 
nomie homogène restreint est réduit à l'identité; ce sont des variétés à courbure 
nulle (localement euclidienne ou « locally flat»). Du seul point de vue de 
variétés à connexion affine, (et non pour la structure d'espace homogène) un 
tel E. L. S. possède un revêtement universel qui est la variété d’un groupe 


_abélien simplement connexe G, muni de la structure d'espace symétrique définie 


par l’automorphisme involutif : DÉS ET ” ; | 
Si l’on veut déterminer tous les espaces symétriques irréductibles, il suflit 

à LE métcioues G/H à G semi-simple. 

done d’étudier de déterminer les espaces symetriques G/H à G semi-simple 


12 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 2. 
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Pour cela, nous procédons en trois temps : 


a. dans les chapitres II et II, nous déterminerons tous les E. L. S. g/h ag 
semi-simple ; 

b. parmi les E. L. S. obtenus, ‘tous ne sont pas irréductibles, la condition g 
semi-simple n’étant pas suffisante pour que g/h soit irréductible. Contrairement 
au cas des espaces symétriques riemanniens définis positifs, même lorsque 4 
est simple, l'espace symétrique g/h peut être réductible. Nous déterminerons 
dont la nature de la représentation linéaire (ad(h), m) et préciserons en parti- 
eulier quand elle est irréductible. Les résultats des cas a et b sont condensés 
dans le tableau II. D’après le n° 4, le tableau IT fournira donc ainsi la nature du 
sroupe d'holonomie homogène restreint W, de g/h; | 

c. dans le chapitre V (proposition 52.1), nous préciserons quels sont les 
groupes de Lie G, d’algébre de Lie semi-simple g, pour lesquels un E. L. S. g/h 
peut se remonter en un espace symétrique G/H. 


6. Espaces C-SYMÉTRIQUES ET ESPACES SEMI KAHLERTENS. — Soient G/H un espace 
symétrique, g/h son E. L. S. et g = + w la décomposition canonique de 9. 


Dermition 6.1. — L'espace symétrique G/H (resp. VE. L. S. gilt) sera dit 
C-symétrique s’il existe une structure complexe de l'espace vectoriel m, qui est 
invariante par la représentation linéaire (ad(H), m)[ resp. (ad(h), m)]. 


Si la structure complexe de m est définie par !automorphisme J de m, de 
carré — 1, on devra avoir 


J(ad(h).M)=ad(h).(J.M) quels que soient AEH, Mem et Xeh 
[resp. J(ad(X).M)—ad(X).(J.M)]. 


La définition 6.1 se justifie ainsi : 


Proposition 6.1. — Si G/H est un espace C-symétrique, sa variété sous-jacente 
peut être munie d’une structure de variété analytique complexe invariante par G. 


I suffit d'appliquer le n°2 de [20]; en effet, les conditions (2.2), (2.3), 
(2.4) de [20] sont vérifiées par hypothèse et la condition (2.6) est une 
conséquence triviale de la relation [m, m]ch, 


Dérixition 6.2. — L'espace symétrique G/H (resp. VE. L. S. g/h) est dit semi- 
kählérien st : a. il est C-symétrique; b. pour cette structure complexe de w, la 
représentation (ad(H), m)[ resp. (ad (lh), m)] laisse invariante une forme d’ Hermite 
de w, de signature quelconque, mais non dégénérée. 


La proposition 6.1 montre qu'un espace symétrique semi-kahlérien est un 
espace symétrique G/H pour lequel la variété sous-jacente M est munie d’une 
structure complexe analytique et d’une forme d’Hermite, non dégénérée, à 


he ee. > 
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dérivée covariante nulle dans la métrique à connexion affine canonique: cette 
forme d’Hermite étant évidemment invariante par G. 

De ce qu'une représentation linéaire d’un groupe de Lie connexe est bien 
déterminée par la représentation linéaire de son-algébre de Lie, on déduit que : 


Proposition 6.2. — Soit G/H un espace symétrique, d'E. L. S. g/h et tel, de plus, 
que H soit connexe. Alors, si l'E. L.S. g/h est C-symétrique (resp. semi-kählérien), 
l'espace symétrique G/H est lui-même C-sy métrique (resp. semi-kählérien). 


Remarque. — a. Contrairement à ce qui se passe pour les espaces symétriques 
riemanniens définis positifs, un espace symétrique peut être C-symétrique sans 
être semi-kahlérien; exemple, les espaces symétriques, appelés pseudo- 
complexes, du n° 17, lorsqu'ils sont irréductibles. 

Dans le chapitre IV, nous déterminerons tous les E. L. S. g'}, à 4 semi-simple, 
qui sont C-symétriques et tous ceux qui sont semi-kählériens. Les résultats 
sont indiqués dans le tableau IT. 

b. Contrairement à celle dirréductivité, les notions d'espaces S-symétriques 
et d’espaces symétriques semi-kählériens sont globales. Il y aura donc, étant 
donné un E. L. S. C-symétrique ou semi-kahlérien, à reconnaître si un espace 
symétrique G/H, d’E. L. S. 9/h, est lui-même C-symétrique ou semi-kählérien. 
Si G est semi-simple, voir le n° 57. 


CHAPITRE Il. 


ESPACES LOCAUX SYMÉTRIQUES DANS LE CAS SEMI-SIMPLE. GENERALITES. 


7. ESPACES SYMÉTRIQUES ISOMORPHES : DÉFINITION 7. 1. — Deux espaces symétriques 
G/H et G/H’, du même groupe de Lie G, définis par les automorphismes involutifs ? 
et ! respectivement, sont dits isomorphes s'il existe un automorphisme de ( tel 


que X' = Oro-*. 


Cette définition se justifie ainsi : lorsque G/H et G/H’ sont isomorphes. les 
variétés sous-jacentes M et M’ sont homéomorphes, pour l’homéomorphisme 
déduit de ® par passage aux quotients; et cet homéomorphisme respecte les 
opérations de G sur M et M’. De plus, cet homéomorphisme respecte les 
connexions affines canoniques : en effet, la relation £'= GID peut s écrire 
Z'D— OY, d’où, quel que soit hell: E' (DCR) = P(k), ee qui prouve que 
®(H) =H’. Et par le même raisonnement sur les Ess. correspondants g het 
g/h’, on montre que, pour les décompositions canoniques t= h +m et 
g=—h/+w’, ona o(h)=h’ et o(m)=m’, où 9 désigne Pautomorphisme deg 
induit par ®. En particulier la représentation (ad (II), m) est isomorphe. par ®, 
à la représentation (ad(H’), m’). 
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Si deux espaces symétriques G/H et G/H' sont isomorphes, il est clair qu'il en 
sera de même de leurs E. L. S. (en un sens évident). Mais pour être assurés 
que, réciproquement, deux E. L. S. isomorphes fournissent des espaces symé- 
triques isomorphes, il faut préciser la notion d’isomorphisme entre deux 
E. L. S : 


Derinition 7.2. — Les deux E. L. S. g/h et o/h’, de la méme algèbre de Lie g, 
définis par les automorphismes involutifs s et 5', seront dits isomorphes (resp. 
ext-isomorphes) s'il existe un automorphisme intérieur 9 (resp. un aulomor- 
phisme quelconque 2) de 4, tel que = 933". 

Si G/H et G/H’ sont deux espaces symétriques d’E. L.S. g/h et g/h’ isomorphes, 
alors G/H et G/H' sont isomorphes; car, par définition d'un automorphisme 
intérieur d’uné algèbre de Lie, il existe X € g tel que + = exp(adX); l’automor- 
phisme + de g peut donc toujours se remonter en l’automorphisme intérieur ® 
de G défini par ®(g) = (expX)g(expX)~'. Et si £ et 2’ sont les automorphismes 
donnant naissance à G/H et G/H’, on a bien L’= ÉD", parce que (2')* PLO" 
induit l'identité sur g et que G est connexe. 

Par contre, si g/h et g/h’ sont seulement ext-isomorphes, les espaces symé- 
triques G/H et G/H’, dont les E. L. S. sont g/h et g/h’ respectivement, ne seront 
plus nécessairement isomorphes. Cependant, on prendra garde que s’il n'existe 
aucun automorphisme de G qui induise l’automorphisme non intérieur + de g, 
les espaces symétriques G/H et G/H' peuvent cependant ètre isomorphes : il 
suffira pour cela qu’il existe un automorphisme W de G, induisant l’automor- 
phisme de g, et tel que Ÿ5ÿ"— 253". On en verra un exemple, pour le 
groupe SO*(16), dans le n° 28. 


Par classer les E. L, S. on entendra déterminer dans l’ensemble des E. L. S. les 
différentes classes d'équivalence pour la relation d'équivalence : « g/l et g/h' sont 
isomorphes ». 


Cependant, dans plusieurs cas (vorr le théorème 23.2), par exemple pour la 
forme réelle SO*"(8m), on trouvera, pour des algébres d’isotropie isomorphes, 
des E. L. S. non isomorphes, mais seulement ext-isomorphes. Mais on pourra 
toujours montrer que des espaces symétriques, dont les E. L. S. sont ces 
derniers, sont isomorphes. 

Il est donc justifié de faire rentrer ces E. L. S. ext-isomorphes dans la classi- 
fication ci-dessus. 

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons classer les E. L. S., g/h lorsque g 
est une algèbre de Lie réelle semi-simple. 


8. RÉDUCTION DU PROBLÈME DANS LE CAS SEMI-SIMPLE. — Supposons d’abord 
l'algèbre de Lie g semi-simple et non simple; on peut done écrire : g—@ g;, où 


le signe @ désigne une somme directe d'algèbres de Lie et où les g;(¢= rps n) 
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sont des algèbres de Lie simples. Soit ¢ un automorphisme involutif de g ; quel 
que soit l'indice z, l'algèbre 5(g;) est encore un idéal simple de g, donc il existe 
un indice 7 tel que 7(g;) = g;. L’automorphisme involutif ¢ détermine donc une 
permutation involutive de l’ensemble d'indices {1, ..., 7 '; ces n indices sont 
donc répartis par paires (1, ¢(7)). On peut donc, par récurrence, se ramener aux 
trois cas suivants : 


I. J— gg. avec ¢(g:)—g, et  7(g:)— 92; 
Il. g — 9: @ 9. avec 5 (9,)— 93 el o($:)= 413 
Hl. 3 simple. 


Traitons d'abord les eas I et Il. 


Cas I. — Ce cas est celui de la somme directe de deux E. L. S. Si Pon désigne 
par hy (resp. h,) la sous-algébre des points fixes de 5 dans g, (resp. g2), on 
écrira, par convention, g/h = (g1/):)@B (g2/h.). Si G/H est un espace symé- 
trique dont l'E. L.S. est gh, et si l'on peut écrire G = G, < G,, où G, (resp. Ge) 
est un groupe de Lie quelconque d’algébre de Lie g, (resp. g2), le signe >< 
désignant le produit direct de deux groupes, alors l'espace homogène G/H est 
non seulement un produit topologique : G/H =(G,/H,) >< (G2/H.), mais encore 
la connexion affine de l’espace symétrique G/H est le produit de celle de G,/H, 
et de celle de G,/H,. 

Pour les structures locales, la représentation (ad(h), m) est visiblement la 
somme directe (ad(h,), m.)@ (ad(h,), m,), où l’on a écrit g, =ht+m 
(resp. ge = h.-+ m,) la décomposition canonique de PE. L. S. g,/h4 (resp. 2/2). 
Ce qui entraine que : 


a. VE. L.S. g/h = g:/b1@ g2/b2 est toujours réducuble; 

b. il est G-symétrique si et seulement si les deux E. L. S. gi/h; et 92/2 sont 
G-symétriques ; 

c. il est semi-kählérien si et seulement si les deux E. L. S. 91 Vy et go D: sont 
semi-kählériens. 


9. Le cas p’écuance. — Dans le cas II. les algébres g, et g: sont nécessaire- 
ment isomorphes : on les identifiera. Tout automorphisme échangeant g, et 9: 
peut s’écrire o(X, Y)=(2Y, 5X), où « (resp. 3) est un automorphisme de gi 
(resp. g2); de plus, l'identification de g, et de g avec g. permet de considérer 3 
comme un automorphisme de g,. Pour que lautomorphisme de 5 de g,@ g soit 
involutif, il faut et il suffit que o?7(X, Y)—(25X. Ga Y)—(X, Y), c'est-à-dire 
que cest de la forme o(X, Y) —(aY, x'X), où x est un automorphisme arbi- 
traire de g,. On notera o(«) cet automorphisme, et 5(1) celui correspondant à 
l'automorphisme identité, c’est-à-dire défini par (1)(X, YY=(Y, X). = 
_ Notons encore par la lettre x l'automorphisme de go g défini par 
a(X, Y)=(aX, Y). Ona la formule o(a%) = a9(1)x"". Cette formule montre, 
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en particulier, que si tous les automorphismes de g, sont intérieurs, alors toutes 
les structures d'E. L. S. de g, @ go, qui échangent g, et g, sont isomorphes à 
celle définie par (1). Si x est un automorphisme non intérieur de g,, les auto- 
morphismes (1) et o(~) définissent seulement des E. L. S. ext-isomorphes; et 
pour les espaces symétriques qui leur correspondent éventuellement, il faudra 
regarder si a peut se remonter. 

Explicitons maintenant la représentation (ad(h), m) de l'E, L. S. de g@9;: 
défini par 5(1); pour les autres s(x), on vient de voir qu'on obtient des repré- 
sentations isomorphes. La décomposition canonique g = + m est définie par : 
(resp. m) est l'ensemble des (X, X) [resp. (X, —X], où X parcourt gy. La 
représentation (ad(h), m) est done définie par 


((X, X),(¥, — Y)P=([X, Yh —{X. Yp- 


Comme l'algèbre d'isotropie ÿ s'identifie à l'algèbre g, et que l'espace vectoriel m 
s identifie aussi à g, — en tant qu’espace vectoriel — cette formule montre donc 
que la représentation (ad(h), m) est identique à la représentation adjointe 
de g, : (ad(g:}), g:). Cette représentation est réductible s’il existe un sous- 
espace vectoriel de g,:m,, tel que [ gs, m,]Cm,, c'est-à-dire que m, doit être un 
idéal de g,. On en déduit que : | 


a. l'E. L.S. gh, dans le cas I, est irréductible, si est seulement si l'algèbre 4, 
est simple. : 


ILest moins trivial de savoir si l'E. L. S. g/h est C-symétrique ou semi-kahlérien. 
La condition a permet de se ramener au cas où g, est simple. On utilise alors la 
méthode et les notations des n° 44 à 49. Considérons l'algèbre complexifiée g, 
de g, et la représentation adjointe (ad(%,):, (g,).) qu’elle définit. De même que 
pour la. condition a, cette représentation ne sera irréductible que si l'algèbre 
complexe g, est simple. C'est le cas où, d’après le n° 17, l'algèbre réelle g, n’est 
pas une algèbre réelle simple pseudo-complexe. Dans ce cas, on voit, comme 
dans la démonstration de la proposition 45.1, que la représentation intermé- 
diaire (ad(g, , (gi), est irréductible, done que la représentation (ad(g;), g:) 
est de 1"° classe; comme elie est irréductible (voir a), l'E. L. S. g/t n’est certai- 
nement pas G-symétrique. | 

Si au contraire l'algèbre réelle simple g, est une algèbre pseudo-complexe ÿ, 
on a (voir n° 17); gs —p+p et la représentation (ad($)., ÿ).) est a fortiori 
réductible et comme la représentation (ad(ÿ), p) est irréductible, c’est qu’elle 
est de 2° classe (n° 44), et que l'E. L.S. g/h est, dans ce cas, C-symétrique. 
Enfin, un tel E. L. S. n’est certainement jamais semi-kahlérien; car, de même 
qu'au n° 17, on voit que la représentation ad(ÿ), ne peut pas laisser invariante 
une forme d'Hermite. En conclusion : 


b. Dans le cas I, VE. L.S. gh est complexe si et seulement si l'algèbre réelle g, 
est pseudo-complexe ; ul n’est jamais semi-kählérien. 


Paha " 
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Remarquons déjà (voir plus loin le n° 52) que l'E. L. S. g/h, dans le cas 
se remonte toujours en un espace ges GH de G que G., ee 
soit le groupe de Lie G, d'algèbre de Lie g,. On définira par (gi, 2) = (garer), 
quels que soient g, EG, et gy EG, (le groupe G, est isomorphe au groupe G,). 
C'est le cas de l'exemple du n° t, pour un groupe semi-simple : l’espace homo- 
gène symétrique GH qu'on obtient peut être considéré comme la variété du 
groupe G,, muni de la symétrie par rapport à l'élément neutre, définie par 
Sig 

Il reste donc à étudier le cas où l'algèbre g est simple. La classification corres- 
pondante étant longue, nous donnerons d’abord dans ce chapitre les résultats 
nécessaires préliminaires: la classification proprement dite sera faite au chapitre 
suivant. 


10. Soit g une algèbre de Lie réelle semi-simple. On sait qu'il existe une 
forme compacte g, de g, telle qu'on puisse écrire 


où g,(resp. g_.,) est le sous-espace propre de g, pour la valeur propre +1 
(resp. —1) d’un automorphisme involutif = de g, (pour ceci, qui est classique. 
voir par exemple [25], Exposés 11 et 12). L’algébre g étant donnée, un auto- 
morphisme tel que = détermine aussi un automorphisme involutif de g; un 
automorphisme tel que = sera appelé un +-automorphisme de g ou de g, (voir 
[21], p. 249). Une sous-algébre de g, telle que g:, c'est-à-dire qui peut être 
considérée comme la sous-algébre des points fixes d'un +-automorphisme de g,. 
sera appelée une x-algèbre de g,. On dira que les x-algèbres g, sont les sous- 
algèbres compactes maximales des algèbres réelles g. 

Si { est une algèbre de Lie quelconque, on notera Aut(l le groupe de tous 
les automorphismes de L. Soit g une algèbre de Lie réelle semi-simple et g, sa 
forme compacte, définie par un x-automorphisme =, fixé une fois pour toutes. 
On peut alors plonger Aut(g) et Aut(g,) dans le groupe Aut(qg) de tous les 
automorphismes de la complexifiée g de g (ou de g,, c'est la même) (dans toute 
la suite, le clda désignera toujours le passage d'une algèbre réelle a sa com- 
plexifiée. Rappelons les deux propositions suivantes + 


Proposition 10.1 (Murakami [22], p. 106). — Soit g une forme réelle d'une 
algèbre de Lie réelle semi-simple compacte qu. définie à partir de g, par Pk-auto- 
morphisme +. Pour un automorphisme 5 de g,. les trois propriétés suivantes sont 


équivalentes : 
Gin) == 41: Gos es seAut(a)NnAut(a,). 
Les automorphismes possédant l'une des trois propriétés ci-dessus définissent 
donc indifféremment un automorphisme de g ou de sa forme compacte g,: on 
pourra les noter par la même lettre. 
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Proposition 10.2 (Murakami [22], p. 108). — Tout automorphisme © de 
l'algèbre de Lie réelle semi-simple g peut, un x-automorphisme de g, étant donné, 
se mettre d'une façon et d'une seule sous la forme 5 = 23, où x € Aut(g)N Aut(g.) 


et See exp(ad = TX), avec XEg ;. 


La proposition 10.1 entraine en particulier qu'il existe une applica- 
tion Aut(g)NAut(g,)— Aut(g,), qu'on notera 7+ K(s): on posera aussi 
kK = Aut(g)NnAut(g,). 


Lemme 10.1. — Quel que soit l'automorphisme 5 de g et l'élément X de g_,, les 
propriétés suivantes sont équivalentes : 


o(X)=—X;  sexp(adyÿ—1.X)z-'—(exp(ad \/—1.X)) ‘. 


Puisque g est semi-simple, la condition ¢(X)=—X est équivalente à la 
suivante :[o(X), Z]=—[X, Z] pour tout Zeg. Cette dernière relation peut 
s'écrire o[ X, o-*Z]—=—[X, Z] pour tout Z dans g, et est donc équivalente a 


l'égalité entre dérivations de g : sad(,/—1.X)s-*=—ad(/—1.X). D'autre 
part, puisque X@g_4, l’applieation ad(\/—1.X) > exp(ad ÿ—1.X) est injec- 
tive, ce qui démontre le lemme, puisqu’on a la relation 


exp(aad(\/—1.X)o-!) =cexp(ady—1.X) eo 


(pour le fait que l'application ci-dessus est injective, voir par exemple [22], 
p- 108). 


Lemme 10.2. — Soit 5 un automorphisme involutif de l'algèbre de Lie réelle 
semi-simple g et = un x-automorphisme donné de g. Il existe un automorphisme 
intérieur © de g tel que l'automorphisme involutif c' = 9527" de g commute avec =. 

Utilisons la décomposition de 5 fournie par la proposition 10.2 et relative à 
l’x-automorphisme = donné : ¢ = «3, avec «EK et 8 = exp(ad /—1.X). D'après 
[22], p. 106-108), l'automorphisme « (resp. 3) peut être considéré comme 
défini par une matrice carrée orthogonale réelle (resp. hermitienne). Exprimons 
que ¢ est involutif : 

CA te pl dr et dE ag ts" Bar’: 
Calculons o¢ de deux façons : 


og = (25) (Ga-"p 521 el og = (6 'a-')(aS-') = 6-2. 


En comparant : 3-* = 28? 47", Puisque 8? = exp(2ad /—1.X) et que Xeg., le 
lemme 10.1 entraine que 2(X)=—X, d'où l’on déduit en appliquant de 
nouveau le lemme 10.1 : 


z Te : : I — 
| aint dO) nil où kes = exp (Jad V— A 
2 


LES ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS. 101 
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ie ré FRS ; : re pee 
Posons alors 3 = : l’antomorphisme 2 est un automorphisme interieur par 
définition et l'on a 


1 1 1 1 


@= ore = as — 5? 25° = x. 
Paree que o’ = 2 et que a7 = 7% (proposition 10.1), on a done s't= <0". 


11. Le lemme 10.2 montre que dans la elasse d'équivalence (pour les struc- 
tures isomorphes ) d'un E. L. S. gh ag semi-simple, il existe toujours un 
E. L. S. qui est défini par un automorphisme involutif de g commutant avec un 
*-automorphisme de g donné à l'avance. Pour classer les E. E. S. il lorsque y 
est semi-simple, on peut donc supposer que l'automorphisme involutif définissant 
gh commute avec un x-automorphisme = définissant g à partir de sa forme com- 
pacte q,. Et la proposition 10.1 montre alors que, dans ce cas, Fautomorphisme = 
définissant g/h induit un automorphisme #(3) de g,, qui reste a fortioré invo- 
lutif. Mais l'algèbre g, étant compacte, ses E. L. S. sont connus: ils ont été 
déterminés par E. Cartan dans LL] et, comme rappelé ci-dessus au n° 10, corres- 
pondent aux différentes formes réelles de la forme compacte g,. Nous allons 
préciser dans les n° 11 à 15 comment on passe des E. L. 8. de g aux E. L. S. de 
l'algèbre compacte maximale 4, de g: le résultat en vue étant fa seolie du n° 15. 


Lemme 11.1. — Soit g,, une algèbre de Lie compacte simple et 3 un automor- 
plisme involutif de g,, commutant avec un x-automorphisme donné = de 4. Si ¢ 
induit sur g, (sous-algèbre des points fixes, dans q,. de =) l'automorphisme iden- 
tique, alors 5 ne peut etre que l'identité ou =. 


Puisque 3 et = commutent, on peut écrire g=gd+gi=d+g, +9. 
avec g.4.=g_,+ 9 ,. 00g, +, (resp. g ,)estle sous-espace propre dec pour 
la valeur propre +1 (resp. —1). oe 08,0, CD cers 
et = sont des automorphismes, on déduit les relations 


[b, b]ca. ja. b] cb. [e. ¢]|ce. ls, wh ES a; 


d’où Von déduit, par Jacobi, que Je sous-espace vectoriel de g, engendré par 
[b, b] et b est un idéal de g,. Puisque g, est sumple. on a donc: 


soit[b, b]—=b—0. d’où 5 ==: 
soit [b, b] + b=g, done [b, b]=a et a+b=g. cestä-dire que ¢=o ct 
que 7 est l'identité, ce qui démontre le lemme. 


12. Soit qh un E. L.S. à g semi-simple. que lon peut supposer (lemme 10.2) 
Neha par un automorphisme involutif, 5, commutantavee Fx-automorphisme 7 
définissant g à partir de sa forme compacte g,. Puisque 7 ef > commutent. 

3 laisse done invariants globalement g, et g_,: on peut done écrire : 


(12.1) Dre die M) ner dE IR 
Ann. Ec. Norm., (3), UXXIV. — Fase. 2. 13 
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où gu(resp. gi.) est le sous-espace propre de g, pour la valeur propre +1 
(resp. — 1) de 5 et g-11 (resp. g-1-,) le sous-espace propre de g_, pour la valeur 
propre +1 (resp. — 1) de 5. 

De ce que g—=g+y—1g.. on déduit que l'algèbre d'isotropie } peut 
S'écrire D = gui + her dus: puisque gy, est une algèbre compacte, c’est 
que la forme compacte de ty est hu=Gi1 + 41, et que gy, est une sous-algébre 
compacte maximale de h. L'espace local symétrique gifgua sera du VE. L. S. 
compact maximal de g/h. D'autre part, puisque les deux automorphismes invo- 
lutifs ¢ et = commutent, l'automorphisme produit o est encore involutif et com- 
mute encore avec 7: il définit donc un nouvel E. L. S. gjh’ de g. On dira que cet 
E. L. S. gjb', défini par az, est VE. L. S. associé de l'E. L. S. gjh. L'algèbre 
d'isotropie h’ se lit sur la formule (12. 1); en effet, les points fixes de 5= dans 4, 
sont h = gir + 91. et l'algèbre h’ cherchée est h’= gir + Er 91: ellea 
pour forme compacte bj, et pour sous-algèbre compacte maximale g:,. Deux 
E. L. S. associés ont même E. L. S. compact maximal. Deux E. L. S. associés 
peuvent parfois être isomorphes: on en rencontrera des exemples dans le 
chapitre suivant. 


13. Rappezs. — Dans toute la suite de ce chapitre et dans le chapitre suivant, 
on supposera avoir choisie l’algébre réelle semi-simple compacte g, de la façon 
suivante : si g désigne l’algébre complexifiée de g, ou d’une forme réelle quel- 
conque de g,, on notera € une sous-algèbre de Cartan donnée de g et >= { «} le 
système des racines (non nulles sera toujours sous-entendu) de g par rapport 
af. Les éléments E, de g, correspondant aux racines «, seront choisis de façon 
à former une base de Weyl de ©; pour ceci et dans la suite. ce qui sera mentionné 
sans références, voir [25], exposé 11. L’algébre de Lie réelle compacte 
g est alors engendrée par les (E,+E_,), les /—1(E,—E_,) et les 
— —1-H, = /—1[E,, E_,], où x parcourt 2. Les \/—1.H) engendrent une 
sous-algébre de Cartan de g,, qui sera notée €. On utilisera aussi la notion de 
système fondamental de racines simples : voir [25], exposé 10; un tel système 
est appelé fundamental basis dans [17], [18], [22], [23]. En particulier, un tel 
système fondamental ©, comprend un nombre de ratines x égal au rang de g ou 
de gu; ce rang r est défini par r= dim,¢ = dim,c;. toute racine de E est une 
combinaison linéaire à coefficients entiers des éléments de X,. 

L'espace vectoriel réel «= R° sera muni du produit scalaire défini par la 
forme de Killing de g et noté (4, 11). On appellera rotation du système = des 
racines de g une transformation orthogonale (pour le produit scalaire qui vient 
d’être défini) de ¢ qui conserve £. On appellera rotation particulière une rotation 
du système € conservant un système fondamental , ; on ne précisera ce système 
fondamental (qui n’est pas unique pour un système ¥ d’une algèbre semi-simple 
donnée) que lorsque ce sera nécessaire. j 


aa, 


8 
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{4. STRUCTURE DES AUTOMORPHISMES INVOLUTIFS : 


Proposition 14.1. 


4 Sout g,, une algèbre semi-simple compacte, définie à partir 
de sa complexifiée ÿ par une base de Weyl associée à un système de racines à. 
Pour toute rotation particulière s d’un système fondamental à, de g, il existe un 
automorphisme Gy, et un seul, de g, qui induise sur t la rotation particulière 
donnée et qui sout tel que G)(E,)=uy(~)E,(a), avec (x) = u5(—x)—= #1 
etu(x)=+1 sUxEXy. Cet automorphisme 3, définit un automorphisme 5, de la 
forme compacte q,,. En outre, st la rotation particulière considérée est involutive, 
alors 5, et 5, sont ausst involutifs. 


La première partie de cette proposition est due à F. Gantmacher ([ 17], p. 130, 
théorème 21). La deuxième partie s’en déduit facilement; il suffit de montrer 
que u,(x)— u,(s(æ)). C'est évident si x€X, ; dans le cas contraire, on utilise 
la formule suivante. donnée dans le théorème 21 de [17]: | 


N,(x)s(6 
au(x + B)= NOR) g(a) to (8) 
xB 


et on l'applique à s(x) (8): comme tous les éléments qui y figurent valent +1, 
ils sont égaux à leurs inverses, et l’on a uo(s(%) + 5(8)) = uo(a% + 8). On en 
déduit, par récurrence, que lorsqu'on construit les uo(a) comme dans la 
démonstration du théorème 21 de [17], à partir de u(s(%))=uo(%) pour 
2€, que u,(s(x)) = u, (x) pour tout E>. 

L’unicité affirmée dans la proposition 14.1 montre que si la rotation particu- 
lière considérée est l'identité, alors s, est l’automorphisme identique. Rappelons 
enfin que les rotations particulières d’un système fondamental ©, donné d'une 
algèbre g, compacte semi-simple, correspondent bijectivement aux composantes 
connexes de Aut(g,), c’est-à-dire encore à Aut(g,)/Int(g,). où Int(g,) désigne 
le groupe des automorphismes intérieurs de g,,. | 


Lewme 14.1. — Soit X, un système fondamental d’une algèbre de Lie ÿ complexe 
simple. Sit et f sont deux rotations particulières de À, telles que f commute avec 
t: fi—1f, alors la rotation fest : soit l'identité, soit 1. 


Supposons d’abord que § wait pas pour structure D, (pour les notations 
d'algèbres simples complexes ou réelles, voir chapitre III, tableau 1). Alors le 
groupe Aut(g.) n'a que deux composantes connexes au plus et le lemme est 
alors évident. Dans le cas de D,, les rotations particulières d’un système fonda- 
mental donné 5, constituent le groupe à six éléments des permutations de trois 


objets, et l’on vérifie alors que si f est un élément de ce groupe qui est de carré 
1 et commute avec l'élément £ aussi de carré 1, alors on a: soit f==1, soit f=. 


Derinition. — Un automorphisme involutif o d’une algèbre compacte semi-simple 
g, sera appelé un G-automorphisme de §u s'il existe une base de Weyl de la 
# 
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complexifiée ÿ, relative à la sous-algèbre de Cartan ©, et un système fonda- 
mental X,, tels que : 


a. ¢ induit une rotation particulière s de 2, ; 

b. on a c=a, exp (ad (=I ; x), où À, désigne l'automorphisme défini de façon 
unique dans la proposition 14.1 par le système fondamental X, et la rotation 
particulière s, et où À est un élément de ¢ invariant par s. 


Il revient au même de dire que a est défini par la rotation s de ¢ et par les 
relations 
(t%.1) o(E,) = exp(2, A) wy) (a) Es 


où les coefficients uo(«) sont ceux définis dans la proposition 14.1. Un G-auto- 
morphisme de g, est done bien déterminé par la donnée d’une sous-algèbre de 
Cartan de type c de g,, d’une rotation particulière et d’un système fondamental, 
et par un élément 2 de €; st{a%, ..., 4-} désigne une base orthonormée de €, 
on écrira les coordonnées de À sous la forme 


BR eme) 


et les r nombres réels 11, ..., 4, seront appelés les G-nombres du G-automor- 
phisme 5. Lorsqu’aucune eonfusion ne sera possible, pour une algèbre semi- 
simple compacte g,, on dira G-automorphisme, sans préciser la sous-algèbre de 
Cartan, ni le système fondamental et Ja rotation particulière correspondants ; 
en particulier, dans le cas particulier où Aut(g,) n’a que deux composantes 
connexes au plus, la rotation particulière sera bien définie par « G-automor- 
phisme intérieur » ou « G-automorphisme extérieur ». 

Soient ¢ et 7 deux G-automorphismes d’une même algèbre compacte semi- 
Simple g,, pour les mêmes données (non précisées) et définis par leurs 
complexifiés : 

&(E,) = v(a) Ex 

T(E.) = u(a) Es. 
Nous serons assuré qu'ils commutent, soit s’ils sont tous les deux intérieurs, 
soit S'ils induisent tous Jes deux la même rotation particulière : s— 1. En effet, 
on aura dans le premier cas : 

TG(E,)=u(a)v(a)E, = G7(E,) 
ot dans le second-cas : 
tG(E,) = (s(x))u(a)E,; 

mais comme ç et 7 sont involutifs et que u(a)=+1 et 9(%)==-+1, on a 


V(4(%)) = (a) et u(s(a)) = u(a), d'où, puisque s — : : 
P(s(a))u(x)=v(a)u(x)—v(x) u(t(ax)) 


et donc oz = 25. Dans le cas où o est intérieur et - extérieur, ils ne commutent 


T7 2e 
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plus nécessairement. Il faut qu'on ait 


TO(E,) =0(2) w(x) KE, = SF(E,) = u(t(x))0(2)E) 
regardée sur les G-nombres de 3 : on devra avoir exp(A, «) = exp(z, t(a)). 
Ce sera en particulier certainement le cas si l'élément À définissant o est inva- 
riant par la rotation £. 


d'où la condition u(x)= u(1(2)), quel que soit x. Cette condition pourra être 


ay ‘ Z. [4 U à . . . . 7» . = 

PROPOSITION 14.2. — Sout q, une algèbre de Lie compacte semi-simple, définie à 

partir de sa complexifiée par une sous-algèbre de Cartan et un système de racines =. 

) > . Le, | “7 . . & . . gts 

Pour tout automorphisme involutif de q,,, il existe un automorphisme intérieur 2 

* . . . . 5 . 

de 4, tel que l’automorphisme (involutif) 0597! soit un G-automorphisme. pour 
un système fondamental %, CÈ. 


Cette proposition, due à Gantmacher ([ 18]. p. 229, théorème 8), est à la base 
de la détermination des formes réelles des algébres de Lie complexes simples. 
telle qu'elle est faite dans [18]. 


15. Recariox extre tx E. L. S..er soy E. L. S. compacr maximaL. — Nous allons 
appliquer les résultats ci-dessus pour résoudre le problème posé dans le n° LE: 
trouver les relations entre un E. L.S. et son E. L. S. compact maximal. 

Lemme 15.1. — Soient g/h et gjh! deux E. L.S. de l'algèbre semi-simple réelle 4. 
St g/h et g/h! sont ext-isomorphes, alors leurs E. L.S. compacts maximaux sont 
aussi ext-isomorphes. 


On peut d’abord (lemme 10.2) supposer que les automorphismes involutifs 5 
et o de g, qui définissent respectivement g h et g/h’, commutent avec un 
x-automorphisme + de g, choisi une fois pour toutes. Puisque, par hypothèse, 
gh et gb’ sont isomorphes, c'est qu'il existe un automorphisme 7 de g. 
tel que 5'= 917". Écrivons 7 sous la forme 1 = x3 (proposition 10.2), avec 
1Eek—Aut(g)nAut(g,) ct = exp (ad V—1.X). où XEg,: ef exprimons 
que 5’ et = commutent : comme 2€K. c'est que x et 7 commutent (proposition 
10.1); il vient done 

7308 = Bost. 

D'après le lemme 10.1, on déduit de X Eg, que 73 = 3 7, d'où, puisque 9 et 
+ commutent : 

B-*= (ot) Box) - 
Done, d’après le lemme 10.1: (a7)(X)=—X, et comme 5) on à 
finalement o(X) = X. On en déduit 58 = Bs et 57 = Bs, soit gaan! sel 
comme 4€K, on a pour Æ(c) et £(a") : 

k(o')= 2 k(c)aT!. 


Donc &(a’) et (a) déterminent des E. L. S. de g, qui sont ext-isomorphes. 
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Lemme 15.2. — Soient gjh et gjh' deux E. L.S. définis par les deux automor- 
phismes involutifs 5 et o' de l'algèbre de Lie réelle simple g. Su les E.L.S. 
compacts maximaux de g/b et g/b' sont isomorphes (resp. s'ils sont ext-isomorphes 
pour un automorphisme extérieur de g, qui est prolongeable en un automorphisme 


de 4), alors : 


soit g/l et g/b' sont isomorphes (resp. ext-isomorphes); 
soit g/h est isomorphe (resp. ext-isomorphe) à l'E. L.S. associé de gly’. 


a. D’après la proposition 14.2, on peut choisir une fois pour toutes un 
*x-automorphisme = de g et de sa forme compacte g,, tel que = soit un G-auto- 
morphisme de g,, pour la sous-algèbre de Cartan ¢ de g, et une rotation parti- 
culière £ d’un système fondamental £,. D’après le lemme 15.1 et le lemme 10.2, 
on peut choisir les automorphismes involutifs 5 et 5’ qui définissent les E. L.S. 
donnés g/h et g/h', de façon qu’ils commutent avec =, et sans que les E.L.S. 
compacts maximaux de g/h et g/h’ cessent d’être isomorphes. D'après la propo- 
sitions 10.1, les automorphismes 5 et 5’ de g déterminent alors des automor- 
phismes involutifs £(o) et £(s') de la sous-algèbre compacte maximale gq, de g, 
associée à l’x-automorphisme =. Par hypothèse, si l’on appelle g,/9,, et §./9,, 
les E.L.S. compacts de g, déterminés par k(z) et 4(3') respectivement, ces 
deux E. L.S. sont isomorphes. 

b. L'algèbre g, n'est pas semi-simple en général, mais elle est toujours 
somme directe : g, = 9; @ 3, de son centre 3 et de son algèbre dérivée g!. 
Et un automorphisme quelconque de g, conserve cette décomposition en somme 
directe. De plus, si l’on pose «, = cA gi, alors r, est une sous-algèbre de Cartan 
de g, et si l'on pose =, Ng;, alors c} est une sous-algèbre de Cartan de g°. 
Soit ¢ un automorphisme involutif de g, qui définit un E. L.S. de g, isomorphe 
à la fois à g1/gs, et g,/g,,. Étant un automorphisme, ¢ conserve la décomposition 
§:=4;@3, donc définit un automorphisme involutif de l'algèbre compacte 
semi-simple g;. Appliquons la proposition 14.2 à £ : on peut supposer que : 
est un G-automorphisme de g,, pour la sous-algèbre de Cartan c', sans que 
E. L.S. de g, qu'il définit cesse d’être isomorphe à g/g1, et gi/q,,, parce qu'un 
automorphisme intérieur de g, se prolonge trivialement en un automorphisme 
intérieur de la somme directe g, — g° @ 3. 

ce. Puisque g/h et g/h’ ont des E.L.S. compacts maximaux isomorphes à 
VE. L.S. de g, défini par l’automorphisme involutif défini dans le cas b, c’est 
qu'il existe des automorphismes intérieurs 1, et 1, de q,, tels que #(5)=" 07; ' 
el k(a') =, p71, '. Mais r, et 1j, se prolongent en des automorphismes intérieurs 
de Valgébre initiale g, lorsqu'on est dans le cas « tsomorphes»; dans le cas 
« ext-isomorphes », ils se prolongent encore d’après les hypothèses du lemme. 
On supposera done dans la suite avoir choisi les automorphismes involutifs 5 et 
5’ de g tels que k(z)=¢ et k(s')=¢; ceci n’aura pas changé la propriété de 
g/h et g/h’ d’avoir même E. L.S. compact maximal et d’autre part, n'aura pas 


ua + 
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non plus altéré les classes d'équivalence (pour la relation «être isomorphes » ) 
des E. L. S. g/h et g/h’. Enfin ces automorphismes 5 et 5’ commuteront toujours 
avec 7, puisqu'un automorphisme de g, qui provient d'un automorphisme 
intérieur de g,, conserve g,, donc (proposition 10.1) commute avec =. 

d. Puisque les automorphismes 5 et 5’ induisent 9 sur gy, ils conservent done 
la sous-algébre de Cartan €, de g,; comme ils commutent avec +, donc appar- 
tiennent à K = Aut(g)NnAut(g,), ils conservent donc la sous-algèbre de Cartan 
cde g,, d'après [22], p. 117, lemme 10. Un automorphisme involutif o (resp. 5") 
de g, conservant la sous-algèbre de Cartan c, induit sur ¢ une rotation s (resp. 5’) 
et est défini par 

o(Ex) =v (2) Esye) avec uw (x)= u (s(%))==s21 pour tout z, 
+ 


a (Ez) = u' (a) Es avec ul (a) Sw! (s'(a))===21 pour tout. 


[pour les propriétés des u(«) et u'(a), voir par exemple [23], p. 110]. De ce 
que + et s (resp. s/) commutent, on déduit, comme au n° 14, qu'on a, pour la 
rotation t de c, induite par =, les relations u(a) = u(t(«)) et u'(x) = u'(t(a)), 
pour tout «. 

e. Considérons l’automorphisme oo’ de g, : on va montrer qu'il est involutif. 
Posons 9 = 953'; l’automorphisnre 7 commute avec = et conserve la sous-algébre 
de Cartan c, sur laquelle il induit une rotation; soit /=ss’ cette rotation de c. 
D'autre part, induit sur g, l'automorphisme k(o)—=ÆA(s)E(s')= 9”, c'est-à-dire 
l'identité. Or, d’après [22], p. 114, lemme 7, la sous-algèbre de Cartan c, de 4, 
contient un élément régulier de g., soit À cet élément. Les deux automorphismes 
2 et =, laissant g, fixe point par point, laissent donc fixe x et d’après [23], p. 106. 
proposition 4, ils induisent une rotation particulière d’un même système fonda 
mental X,. Ces rotations particulières sont / et ¢; puisque ? et = commutent, les 
hypothèses du lemme 14.1 sont donc remplies, et la rotation finduite par 7 
sur c est-donc : soit l'identité, soit la rotation # induite par = sur ¢. 

Si f est l'identité, on a 33(E,)=u(a)u(a)u'(a)u (x) = Be parce que les 
u(x) et les u(x) valent +1; et 9 est bien involutif. 

Si f est la rotation ¢, on à 

3S (Ey) = u(x) u!(s(a)) u(t(a)) w!(t(s(%))) Ba E; 
d’après les propriétés des u(a) et w' (a) établies ci-dessus. Done l’automorphisme 
2 est encore involutif. 

f. Les conditions du lemme 11.1 sont done remplies : ? — oa’ est un auto- 
morphisme involutif de Valgébre simple compacte gu, qui induit l'identité sur 
gi. Done on a: soito=*, soit 2 est l'identité. Si ? est l'identité, c'est que 
5—=s'et les E. L.S. g/h et g/h’ sont isomorphes ; si O==%, c'est que 5'— 97, el 
g/h' est l'E. L.S. associé de g/h ; ce qui achève la démonstration du lemme. 


Conclusion. — Les lemmes 15.1 et 15.2 résolvent complètement le problème 


_ posé. Ils entraînent que : 


Scour. — Soit g une algèbre de Lie réelle, 
£#* 


simple et non pseudo-complere, el 
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dont les sous-algèbres compactes maximales ont la structure de l'algèbre g,. Les 
classes d'équivalence 4, §,, d'E.L.S. de g, — pour la relation d'équivalence 
« être ext-isomorphes pour un automorphisme de 4, prolongeable en un automor- 
phisme de y » — et qui sont telles que gifgs, est l'E. L.S. compact maximal d'au 
moins un E.L.S. de g, sont en correspondance biunivoque avec les couples 
(gb, 9h’) de classes d'équivalence d’E. L.S. associés de g — pour la relation 
d'équivalence « être ext-isomorphes ». 


16. Marche suiviz. — Nous procéderons de la facon suivante ; partant d'une 
algébre de Lie réelle, simple g, nous déterminerons d'abord toutes les classes 
gi dia UE. L.S. isomorphes de la structure g, des sous-algébres compactes 
maximales de g. Ceci se fait en utilisant les résultats de [11] qui fournissent 
toutes les classes WE. LS. compacts. H faudra ensuite ne conserver que les 
gi gr, qui sont prolongeables à g. N'ayant pas de critère général pour cela, nous 
utiliserons des conditions nécessaires, données ci-tessous dans la proposition 
16.1. Après avoir éliminé eertains cas par des méthodes particulières. il ne 
restera que des E. L.S. gi'g:r que nous pourrons prolonger effectivement. 

Dans le cas de structures compactes maximales g, g:, non isomorphes, mais 
seulement ext-isomorphes, on vérifiera dans tous les cas que les espaces 
symétriques correspondants sont toujours isomorphes, pour tous les groupes G 
d'algèbre de Lie isomorphe à g. 


Propvosition 16.1. — Soit g une structure d ‘algèbre de Lie réelle, stmple et 4, sa 
structure compacte ; soit g, la structure de ses sous-algèbres compactes maximales. 
Soit ÿ1, une structure d’x-algèbre de 4, ; pour que 94/91, soit V’E. E.S. compact 
maximal d'un E. L.S. yh de g, il faut que : 


a. il existe deux structures d "x-algébres de 4, (éventuellement identiques) : }, et 
h,, qui soient telles que la structure g,, soit une structure d ’k-algèbre de \y,, et de ly, : 
b. on ait la relation de dimension 


(16.1) dim}, + dimb,— dim g,— dimg, + » dim g);. 


Ces conditions nécessaires proviennent de ce qui a été dit au n° 12 : 
b.Cresp. i.) est la forme compacte de l'algèbre d'isotropie de FE.L.S. 
J h(resp. E.L.S. associé g/h’); et Pon a vu que = grit gas et D = gi + 9: à. 
La formule (16.4) ci-dessus est alors une conséquence directe de ta 
formule (42.1). 


17. ALGEBRES REELLES SIMPLES PSEUDO-COMPLEXES. — Un cas que lon peut traiter à 
part est celui de ce que nous appellerons une algèbre réelle simple pseudo- 
complexe : c'est-à-dire que cette algèbre réelle ÿ n’est autre qu'une algèbre de 
Lie simple complexe ÿ, considérée comme algèbre réelle de dimension double : 
dim,ÿ = 2 dim, ÿ. Dans ce cas, si l’on note g. la forme compacte de ÿ, la forme 


Lies, 


LES ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS. LOK) 


compacte de à est la some directe g,® g,: la forme réelle à de g,@ g, étant 
définie par lautomorphisme involutif > qui échange les deux g, : =(X, Y)=(Y, X). 
La sous-algèbre compacte maximale correspondante de ÿ est donc isomorphe à ga 
Il est clair que tout automorphisme (involutif) de cette sous-algèbre compacte 
maximale se prolonge en un automorphisme de toute la somme directe g,@ 9,: 
car si 2 est cet automorphisme, on posera 3(X, Y)=(9(X), 9(Y)). On précise 
facilement les E.L.S. correspondants et leurs associés; pour cela, appelons 
k(t—1....,p) les différentes structures non isomorphes d'&-algèbre de 
l'algèbre compacte simple, g(i=1,.....p) les formes réelles de g qui leur 
correspondent par Fintermédiaire des x-automorphismes 2,(¢= 1, ..-, p): 


Premier cas. — L'automorphisme involutif est ZX Y) = (9X). g:CY)). 
Dans ce cas, l'algèbre d'isotropie est. dans g,@ g. la somme directe k; ® k,. 
Lialgébre d'isotropie de g s'obtient en prenant la forme réelle de k:@ k; définie 
par l'automorphisme involutif que = induit sur k;@k;: cet automorphisme 
échange les deux k;. et définit done l'algèbre réelle pseudo-complexe k, de 
l'algèbre k complexe, complexifiée de k;. On obtient done VE.L.S. gR;; un tel 
E. L.S. sera appelé pseudo-complexe. 

Précisons, pour cet E.L.S., la représentation (ad(h), m). L'algèbre compacte 
maximale de g, de structure q,,, est, dans g,® gw l'ensemble des (X, X), où X 
parcourt g,: de même, le sous-espace m, de la décomposition canonique est 
l'ensemble des (X, —X). Les quatre sous-espaces ii: Jin Durs $-1-1 de la 
formule (12.1) sont donc : 

u ( 49 1: l’ensemble des (Ko oh, y ;-1: Vensemble des (M, M), 
kas \ g_1 : l'ensemble des (K, —K), g_, 1: l'ensemble des (M, —M): 
où K parcourt l'algèbre d'isotropie k; et Mle sous-espace nt; de la décomposition 
canonique g,= ki+ ni. Les matrices définissant la représentation (ad(k; B ki). 
m;-+ m,;) peuvent donc sécrire, pour la décomposition de m,=m;+m; en 


Qui + 11 : 
AE 
(x a} 


où A est la matrice de la représentation (ad(k;), m;). Comme on le verra au 


ne 43, on en déduit que la représentation (ad (k,), m) de TE. L.S. @/k; est repre- 
sentée par des matrices de la forme 


AA. 

SN TN 
Cette représentation est toujours de 2" classe (rotr n° 44); done proposi- 
tion 44.4) VE.L.S. correspondant est toujours C-symétrique. Ktudions son 
irréductibilité : la représentation réelle (ad (ki). m) sera irréductible (resp. 


réductible) si la représentation complexe (ad (Ri Jc. n.) qu'elle définit est irré- 
i 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. ee 14 
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ductible (resp. réductible). La forme de la matrice ci-dessus montre que cette 
représentation complexe est définie par les matrices A+ /—1.A=(+/— 1)A: 
cette représentation est donc de même nature que la représentation 
(ad(k;)e, (m;).) ; cette dernière est irréductible (resp. réductible) si la représen- 
tation (ad(k;), mi) est de 1” classe (resp. 2° classe), ou, puisqu'il s’agit de l'E.L.S. 
compact g,/k;, si cet E. L. S. est non kählérien (resp. kählérien). 4 
Précisons dès maintenant, à l’aide de la proposition 49.1, que l'E. L. S. g/k, 
est semi-kählérien si et seulement si l'algèbre d’isotropie k, contient le T. 
c'est-à-dire si k; contient T, donc si l'E. L. S. compact g,/k; est kahlérien. 


Deuxième cas. — L’automorphisme involutif est =5;. C’est le cas de l'E. L. S. 


associé de l'E. L. S. précédent; l'algèbre d’isotropie est h’= gis + ÿ—1.9 1 4 
et le sous-espace m de la décomposition canonique est m'— y; + ÿ—1.g 4. 
D'après les formules (17.1) ci-dessus, l’algèbre d’isotropie est donc isomorphe 
à l'algèbre k;+ ÿ— 1 .m;, c’est-à-dire à la forme réelle g; de g. L’E. L. S. cherché 
est donc g/g;- Les formules (17.1) permettent de déterminer la représentation 
(ad(4), m’) : c’est la représentation adjointe (ad(g;). g;): elle est donc irréduc- 
tible, parce que g; est simple (voir n° 9) et n’est jamais de 2° classe, parce que 
la représentation complexifiée deux fois : (ad(g), g) est encore irréductible, 
puisque l'algèbre complexe g est semple; donc, proposition 44.1. cet E. L.S. 
n'est Jamais C-symétrique (pour ce qui concerne la classe d’une représentation 
réelle, voir n° 44). 
En conclusion des deux cas ci-dessus : 


Pour une algèbre réelle simple pseudo-complexe à, les seuls E. L. S. possibles 
sont les suivants : 


Hal CS: ee 1, --.,.p), qui est toujours C-symétrique; il est irréduc- 
tible et non semi-kählérien si l'E. L. S. compact g,,/k; n’est pas kählérien; il est 
réductible et semi-kählérien si q,,/k; est kählérien ; 

b. VE. LS. G/gi(i=1, ..., p) qui est toujours irréductible mais n’est Jamais 
C-symétrique. 


Notations. — Pour les algèbres simples pseudo-complexes, nous emploierons 
les notations suivantes : pour les structures classiques, ce seront celles du n° 20 : 
SL(n, C); SO(n, ©); Sp(n.C). Pour les structures exceptionnelles, on désignera 
l'algèbre pseudo-complexe de la structure compacte G,(resp. F,: E,.E.:E,) 
par G{(resp. F°; E°; Bo; E!). 


IS. KE. L.S. eaux. — Soit qh un E. L.S. de l'algèbre semi-simple réelle g. 
On a vu au n° 12 que g/h définit un couple (+, 5) d’automorphismes involutifs, 
commutant, de la forme compacte g, de g. Soit giga l'E. L. S. compact 
maximal de g/h. Inversons les roles de = et 5 : l’automorphisme o de g,, étant 
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4 ° 1 4 1 > à 4 » a) ! a h 4 à 1 5 

involutif, définit une forme réelle g/ de g, (en général non isomorphe à g). 
dont une algebre compacte maximale est l),, la forme compacte de h. L’auto- 
morphisme involutif +, commutant avec l’*-automorphisme de g, qui définit la 


forme réelle g', définit donc, d'après la proposition 10.1 un automorphisme 
involutif de g', c'est-à-dire un E. L. S. de g!. 


Cet E. L. S. sera appelé l'E. L. S. dual de l'E. L. S. qih. 


L’algébre d'isotropie h’ de cet E. L. S. g'/h' se détermine ainsi : c'est la forme 
réelle de la forme compacte g,, qui est déterminée par l’x-automorphisme que 3 
induit sur g,. Cette algèbre h’ est donc, pour sa structure, la forme réelle de g, 
dont une sous-algèbre compacte maximale est gi. 


19. Forme NORMALE D'UN E. L. S. compact. — Soit g une algèbre de Lie semi- 
simple complexe, € une sous-algébre de Cartan de get} E,}U} H,=—[E,, E_,]; 


(où a parcourt le système = des racines de ÿ pour la sous-algébre de Cartan €) 
une base de Weyl de g. La collection | E,}U; Hy} engendre. sur le corps des 
réels, un espace vectoriel qui est une algébre de Lie pour le crochet induit 
par celui de g; cette algèbre de Lie est évidemment une forme réelle de g. 
Quelles que soient la sous-algèbre de Cartan et la base de Weyl considérées, 
toutes les algèbres semi-simples réelles ainsi obtenues sont isomorphes entre 
elles. On notera q, la structure d’une telle forme réelle de % et on l'appellera la 
forme normale de ÿ. ou de sa forme compacte 4,. (Pour tout ceci, voir [25 |, 
exposé If, p. 11: la forme normale est appelée dans [26], p. 31 : « equivalent 
réel de ÿ ».) 

Soit maintenant un E. L. S. compact 4, 1h, défini par lx-automorphisme = 
de g,. D'après la proposition 14.2, on peut supposer que, pour une base de 
Weyl donnée de 4. l'automorphisme = est un G-automorphisme de g,,. dont le 
complexifié est défini par 


=(Ex)=6(2) Ena avec efa)ere(—= aya e(e(a)) Et 


La forme normale 4, de q, peut ètre considérée comme engendrée, en tant 

: : | ; nr 
qu’espace vectoriel sur R, par les E, et les[ E,. E_,]. où « parcourt le système = 
des racines de 4. On voit done que = détermine un automorphisme involutif =, 
de q,. défini par =,(E,) = *(«) Ey. Ainsi : 


4 tout E. L. S: compact g4h,; on peut associer, un. ELLES 5 tp hadeda forme 
normale g, de q,. Cet E. L. S. sera appelé la forme normale de qu hu 


Déterminons maintenant l'algèbre d'isotropie h de la forme normale g, bh 
de VE. L. S. compact g,h,,. Donnons d'abord une définition. Pursqu elle est 
mme directe de son algébre dérivée hi. qui est 

» . vy [L , a 1:01 
3:b,=h;+3 L algèbre h/, étant sèmi simple. 
Par définition. la forme normale de fy, sera la 


compacte, l'x-algèbre b, est so 
semi-simple, et de son centre 
posséde une forme normale }’. 
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somme directe fp, deh! et de 3: h,=h2+ 3. (Dans le chapitre suivant et dans le 
cas particulier où le centre 3 est de dimension 1, on le désignera par T dans la 
forme compacte ct par Rdans la forme normale; ce qui est justifié parce que le 
groupe d'isotropie de l'espace symétrique compact comprend le core T, à unc 
dimension, et que le groupe d’isotropie de l’espace symétrique normal 
comprendra le groupe R, additif, des nombres réels. ) 


Propositiox 19.1. — L’algébre d’isotropie h de la forme normale 4,/h de 
UE. L.S. compact g,{h, n'est autre que la forme normale h, deb... LE. L.S. forme 
normale de 4,1, est donc 4,/h.. 


En effet, l'algèbre d'isotropie ? a pour complexifiée la sous-algèbre h, de ÿ. 
qui est engendrée, en tant qu'espace vectoriel sur C, par les éléments 
K, + 6(2) En, et leurs crochets ([ 22], p. 116, lemme 8). L’algébre à déterminer} 
est done engendrée, en tant qu’espace vectoriel sur R, par les (E,+(x)E,,,) 
et leurs crochets, auxquels il faut ajouter le centre 3. D'après le lemme 8 
de [22], p. 116, les (E,-+ (a) Ex) et les crochets [E, + (7) KE... 
1, +¢(—2)E,_2) |, constituent une base de Weyl de f9. Ce qui entraîne 
que h =D} + 3, done que à est la forme normale de h,.. 


CHAPITRE Il. 


CLASSIFICATION DES E. L. S. DANS LE CAS SIMPLE. 


20. Noratioxs. — Dans tout ce chapitre, nous ferons les deux conventions 
suivantes : 


— nous désignerons une structure dalgébre de Lie simple réelle par te 
groupe de Lie simple réel qui lui est généralement associé (et dont, évidemment, 
l'algèbre de Lie est l'algèbre considérée ); 

— aucune confusion n'étant possible, nous désignerons par le signe + scule- 
ment, les sommes directes d'algèbres de Lie. 


Les notations utilisées ict pour les groupes de Lie sont dérivées de celles de 
Chevalley [14]. Voir aussi [3 |. Dans le tableau I du n°21, nous indiquerons la 
notation correspondante de Tits ([26], p. 245-248). 


GL(n, C)| resp. GL(», R)|: groupe de toutes les matrices carrées d'ordre n, 
de déterminant £ 0, complexes (resp. réelles): 

SL(#, C)| resp. SL(n, R)|: sous-groupe de GL(n, C)[ resp. GL(n, R)] formé 
des matrices de déterminant égal à 1; 
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SO'( nr): sous-groupe de SL(n, R) formé des matrices laissant invariante la forme 


2 1 n 
. Vie | a ee | 
quadr: AWE ni Von ST Paes 
juadratique ae ot à. æ, (où | x. . x, | désigne une base de R'). 
1 (71 é 1 
+ opti 1 TS i of : vs . D » yy 1 
En parti ulier. SO® (nr) n'est autr qu le groupe classique compact SO(n ): 
U(n)| resp. SU'(r)| : sous-groupe de GL(n. C) [ resp. SL(», C)] formé des 
matrices Jaissant invariante la forme d'Hermite : —N 3,3 De 
Berk Herne: eee ea eae, 
: Me. poo EN ECS | 
(où } sy. ..., 3,1 désigne une base de C2), En particulier, U°(n [ resp. 
0 “ae ‘ DE à or » elacecy 1 à 4 
SU°(2)| nest autre que le groupe classique compact U(n)[ resp. SU(#)|: 


Sp(, €) | resp. Sp(n. R)]: sous-groupe de GL(2n. C) [resp. GL(2n. R)| 


formé des matrices laissant invariantes Ja forme extérieure Ÿ 3,4 3, 
ss / le 


la 


( sp. pf ee POU Niece eo Sig Sie Ke os yee CEOS Paie di eae 


ery 
désigne une base de C?” (resp. R?”). 
Sp'(n) : sous-groupe de GL(n. C) formé des matrices laissant invariantes 
simultanément : 


i n 
la forme (Hermite : —S(5)3,+ 3535) + > (CAE F957) 


prs 
n 


et la forme extérieure : > SIN SE 
pol 
(ot [Sines ~ cases désigne une base de 2"). En particulier. 
Sp°(n) n'est autre que le groupe classique compact Sp(n). 
SO(n, €) : sous-groupe de GL(n. C) formé des matrices laissant invariante la 


n 
forme quadratique 2 32 (où 3. ....3,! désigne une base de C7). 


pol 


SU*(n) : sous-groupe de GL(27, () formé des matrices laissant invariante 
l'application 2, 3, (p=. ---. m2) (où l'on à désigné par : 314... 3, 
a 22x ay) une base de.C?"). 

SO*(2n) sous-groupe de GL(>7. ©) formé des matrices laissant imvariantes 
simultanément : 


(presi 


la forme quadratique : > Sn 
nat : 
n 
et la forme d’Hermite : > (3) 3p— 3p 3)» 
ME 
Enfin, on désignera par T le groupe multiplicatif des nombres complexes de 
module 1 et par R le groupe additif des nombres réels. 
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Pour les formes réelles des structures exceptionnelles, les notations seront 
dérivées de celles d’E. Cartan [11]. E; désignera l’algèbre de Lie réelle corres- 
pondant à l’espace local symétrique proprement riemannien noté (ET) dans[ 11], 
p. 131; et de même : 


E; pour (EIL), Ei pour (EI), E; pour (E IV). 
E: pour (E V), E° pour (E V1), E? pour (E VII). 
E; pour (E Vill), E; pour (EIX), 

F; pour (F1). F? pour (FI). G: pour (G). 


Rappelons aussi, avec les conventions du n° 20, les isomorphismes d’algébre 
de Lie : 


R- T-=SO(2). SU (2) -- SO(3) = Sp(1), SO(:)--SU (2) - SU(2). 
SO(5)--Sp(2). S$O(6)-- SU(4). 


24. TasLeau I. — Dans le tableau suivant, qu'on trouvera aussi dans Tits 
({ 26], p. 245-248, tableau IV), nous donnons, sur une même ligne : la structure 
simple réelle considérée, sa forme compacte, la structure de ses sous-algèbres 
compactes maximales, la notation correspondante de Tits[26]. L'abréviation F. N. 
indiquera les formes réelles qui sont la forme normale (voir n° 19) de leur 
forme compacte. 

Ce tableau fournit essentiellement : a. les diverses algèbres de Lie réelles 
simples; b. les diverses structures d’%-algébres des algèbres simples compactes. 

De plus, ce tableau sera utile quand nous rechercherons, afin d'utiliser les 
conditions nécessaires de la proposition 16.1, quelles sont toutes les formes 
réelles admettant des sous-algèbres compactes maximales de structure donnée. 
Mentionnons enfin, dans le cas des structures exceptionnelles, que le caractère 
de la forme réelle est, dans la notation de Tits [26], l'indice qui figure entre 
parenthèses. La donnée de ce caractère est utile pour comparer les formes réelles, 
telles qu’elles sont données ici, avec celles déterminées dans [18]. 


TABLEAU I. 
Forme Forme Sous-algèbre Notation 
réelle compacte compacte de Forme 
g. ce maximale g,. Tits. normale. 
SL(n, R) SU(n) SO(n) A tr 3 F. N. 
SU: (2 n) SU (27) Sp(7) A (en—s} (9) A 
SU'(n) SU (7) ù SU (7) + SU (n om t) T Ain—1)(c,t—1) 
SL(n,C) SU(n)+SUin) SU(n) f Wa 
SO*(2n) SO(2n) SU(n)+ T Da 
B,, sinimpair F.N. pour i=|3] 

SO(n) SO(n) SO(i) + SO(n —:)T [3] F4 4 


[2] er si n pair 
A |i) 
Braj si x impair 
SO(n,C) SO(n)+ SO(n) SO(n) [3] : 
wis sim pair 
2 


ré 
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Forme Forme Sous-algebre Notation 
réelle compacte compacte de Forme 
a. a: maximale aq,. Tits. normale. 

Sp(n, Rk) Sp(r) SU(n)+T Cre FAN 
Sp'(7) Sp(7) Sp(7) + Spin --i) ce ’ 
Spin. C\ Spini— Spin: Spin) Cc 
G: G. SU (2) + SU (a) CE Ed: 
Gs G.+ G. G. G: 
ar A: Sp(3) + SU(2) Fy, FAN 
F- F, SO(9 } Fi(- 20 
Fe F,-+F F, F, 
E} E, Sp(4) Fes F. N: 
E; E, SU(6) — SU: Ec.s 
E: E. SOON ET Felis 
E: E, F, Ec- 
Ev E, + E. E, By 
E! E. SU(S: E. - F.N. 
E: E- SO(12:— SU(2) ae 
12 E- E, + Zh E;;_; 
E‘ E, —- E. E- E; 
E! E, SO\:6) Es FANS 
E: E, E.- SU; Eg, 23 
Et RE. E, E, 

22. Ue convexriox. — Il s'agit ici d'un E. L.S. gh. pour lequel l'algèbre de 


Lie réelle g est simple et l'algèbre d'isotropie h contient un centre à une dimen- 
sion : ÿ—h° + 3; et l'on à supposé être dans le cas de la décomposition de la 
formule (12.1). 

Pour noter le centre 3 de h, les conventions et les notations du n° 20 laissent 
le choix entre T et R. Nous ferons la convention suivante : 


on écrira 3 = T Si 3E 11; 
on écrira 3 =Rsi 3€ g-11- 


Cette convention se justifie ainsi : considérons l'espace symétrique du groupe 
adjoint G, de l'E. L.S. g/h (voir n° 52). Un sous-groupe compact maximal de ©, 
est celui engendré, dans G,, par l'algèbre de Lie gi + gi. et lorsque 3€ di. 
ce sous-groupe compact maximal K, de G, contient done le core T. Puisque le 


groupe d'isotropie H, est engendré par gui y — 1-9 as. Ce groupe H, contient 
donc le tore T. Si, au contraire. 3€ 9-11. l'élément 3 engendre dans G, un sous- 
groupe à un paramètre isomorphe au groupe R: done. de meme. le groupe d'iso- 
tropie LH, contient ce groupe R, : 

On prendra garde, cependant, que dans le cas où 3 E gis. certains espaces 
symétriques G/H, dont l'E. L.S. est gh, peuvent être tels que H contienne le 
groupe R (et non le tore T); ce sont ceux pour lesquels les sous-groupes com- 
pacts maximaux du groupe G ne contiennent plus le tore T. 
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La convention ci-dessus est en accord avec celle faite au n° 19 pour noter la 
forme normale de l'algèbre de Lie abélienne à une dimension. 


23. ISOMORPHISMES ENTRE *%-ALGEBRES : 


Tuéorëme 23.1. — Soit g une algèbre de Lie réelle semi-simple. Quels que sotent 
les deux x-automorphismes = et de 4 la définissant à partir de sa forme compacte. 
il existe un automorphisme intérieur 3 de g tel que =! = 379". En particulier, 
toutes les sous-algèbres compactes maximales de 4 sont isomorphes par un auto- 
morphisme intérieur. 

Le théorème 23.1 est un cas particulier du théorème 51.1, appliqué au 
groupe adjoint G, de la structure g. 


Ce théorème est en défaut dans le cas des x-algébres des algébres semi- 
simples compactes. On a le résultat plus précis suivant : 


TH£orÈMe 23.2. — Sout g, une algèbre de Lic réelle simple compacte. Soient = 
et = deux automorphismes involutifs de g,, et g,, 4, les sous-algèbres des points 
fixes de = et =! respectivement. Si les deux algèbres g, et g, sont tsomorphes, il 
existe toujours un automorphisme intérieur 3 de g, tel que ='— 3777", à la seule 
exception suivante : l'algèbre 4, a pour structure SO (4n). Dans ce cas, si n > 2, 
la seule exception est pose les ES g, de structure SU(2n)+ Tetiln’y a que 
deux cas possibles : ='— xx", selon que x appartient à l’une ou l'autre des deux 
composantes connexes de Aut(SO(4n)). Pour SO(S).ul n’y a qu’un type possible 
d’algèbre g, de structure SO( 1) + SO( 4) et trots types possibles pour les algèbres 4, 


de structure : SO(7 ), SO(5) + SO(3), SO(6) + SO(2)— SU(4)+T. 


Le théorème 23.2 est démontré dans l'ensemble de [12] (voir p. 467) pour 
les algèbres simples g, classiques. La technique de détermination des formes 
réelles simples utilisée dans Gantmacher ([17] et [18]), permet de démontrer 
facilement le théorème 23.2. Utilisant les notations de[ 18], p. 230, on voit que 
les deux G-automorphismes + et >’, définis par les G-nombres 2(7) et A(*'), 
seront reliés par Pautomorphisme 3 si 2 transforme le vecteur 2(7) (de la sous- 
algèbre de Cartan invariante par sets!) en le vecteur A(51). Si l'on suit la déter- 
mination des formes réelles, c'est-à-dire des automorphismes involutifs des 
formes compactes simples, on voit que, pour des G-automorphismes donnant 
naissance à des sous-algèbres de points fixes isomorphes, il existe toujours un 
automorphisme intérieur transformant (= yen A(7"), sauf pour g,= SO(2m) 


et des G-nombres de la forme 4 5 (eu ra be OURS 2742 StS .,m)valent +7. 


Change r le signe de l'un seulement des 3; correspond aun automorphisme non 
intérieur de SO(2m),. tandis que changer Le signe de deux des ¢;, soient z E, ete, 
correspond a Pautomorphisme intérieur aie par rapport’a la symétrie et a 
L hy perplan orthogonal à la racine (¢,-+- 2,). Enfin, les G-nombres — À (7) défi- 
nissent le même G-automorphisme que les G-nombres (= ). Si donc m est 


pee 
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impair, On pourra passer, par un automorphisme intérieur, d'un A(z) compre- 
nant un nombre pair de ¢; égaux à 1, à un A(t!) en comprenant un nombre 
impair; cela est impossible si m est pair, c'est-à-dire pour les structures SO(4n) 
et les x-algèbres de structure SU(2n) + T. Quant au cas de SO(8), on procède 
de même. On verra une conséquence importante de cette particularité dans 
le n° 48. 

24. SL(n, R). — La structure des sous-algèbres compactes maximales est 
(tableau I, n° 21) g: = SO(z). Tous les x-automorphismes de g, sont prolon- 
geables à y = SL(n, R); en effet, les seuls cas à considérer sont (tableau I, n° 21) : 


$11 = SO(?) + SO(n — :). — Ce eas s'obtient en considérant l'E. L.S. forme 
normale de l'E. L.S. compact SU(n)/SU(7) + SU(n—1)+T, c'est-à-dire 
l'E ES. 
SL(7. R)/SL(7, R) + SLin —i) +R 


puisque fa structure compacte maximale de SL(z, R) + SL(n —r, R) +R est 
bien SO(z)+ SO(n —1r) (voir n° 19). D'après le scolie du n° 15, il reste 
seulement, pour épuiser le cas où gs, — SO(z)+ SO(n —1), à déterminer 
V'E. L.S. associé de celui ci-dessus. Pour cela, on utilise la proposition 16.1 : 
l'algèbre d’isotropie cherchée h’ doit avoir gs, comme structure compacte 
maximale et. d’autre part, sa dimension est fournie par la formule (16.1); on 


n(n—t . 
ae, et l'examen du tableau I montre alors que |’ ne peut 


trouve dimh’= 
être que SO‘(n), d'où l'E. L. S. cherché : 
SL(x, R)/SO'(r). 
gu=su(:)+T (lorsque » est pair). — Ce cas est celui que fournit fa 


forme normale de SU(n)/Sp ( 2) c'est-à-dire 
SLA, Ry/Sp (2 K) 


Ê . à > n + 

| puisque la structure compacte maximale de sp(“, R) est bien su(") +T |: 

On détermine l'E. L. S. associé par la mème méthode que ci-dessus. On 
I 


trouve dimh’= aa —1etlalgébre compacte maximale de h/ doit ètre SU ( :) +T: 
le tableau I montre alors que h’= sL("; c) + T, d'où l'E. L.S. cherché : 
SL(n, RSE“, eye: 


Mais, dans ce cas, on a vu au n° 23, théorème 23.2, qu'il existe deux struc- 
= 217 F 
tures non isomorphes (seulement ext-isomorphes) d'E. L.S. SO(:m)SU(H) + T. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. re le 
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lorsque m est pair; désignons par gi/gu et gi/g,, deux représentants de ces 
structures non isomorphes; et soient g/h et g/h’ deux E.L.S. de g=SL(n. R), 
définis par les automorphismes involutifs « et o’ de SU(n), commutant avec 
l'x-automorphisme + de SU(») qui définit la forme réelle SL(n, R); ces E. L.S. 
étant de plus tels que leurs E. L.S. compacts maximaux soient g1/gii et g:/9,,- 
On vient de voir ci-dessus que les formes compactes de g/h et g/h’ sont de struc- 
ture SU(2m)/Sp(m). Le théorème 23.2 affirme qu’il existe un automorphisme 
intérieur © de SU(n) tel que o/= apo". Le fait que 5 et z' commutent avec = 
et que o’= 90%", impliquent (démonstration du lemme 45.1) que o/= «ox, 
où x est automorphisme intérieur de SU(m) commutant avec 7: d’après la pro- 
position 10.1, les E.L.S. g/h et g/}' sont donc isomorphes. Il n’y a donc pas 
à distinguer les E. L. S. compacts maximaux de structure SO(2m)/SU(m) + T. 


25. SU*(2n). — La structure compacte maximale est g—Sp(r). Tous 
les x-automorphismes de g, sont prolongeables; en effet, les cas possibles sont : 


gui — Sp(i) + Sp(n — 1). — Exhibons deux G-automorphismes, de la forme 
compacte SU(27), qui commutent. Le premier, 7, extérieur, sera défini par la 
rotation particulière 6,-> — 2, [où p/=p-+1 si p est impair et pp —1 si p 
est pair, et où { 04, ..., Son } désigne une base orthonormée d’une sous-algèbre 
de Cartan de SU(2n)] et par les G-nombres : 


RAR {Ox UT: 


D’après Gantmacher [18], p. 244, l’x-automorphisme = a pour algèbre d’iso- 
tropie Sp(n) et correspond a la forme réelle SU*(27). Le deuxième, o intérieur, 
sera défini par les G-nombres : | 
y(a)=(0, ..., 0, 1, —1, --., 1, —1). 
L’algèbre d’isotropie de I’*-automorphisme ¢ est ([181, p. 232) 
SU (21) : SU(2n— 2h +T. 


La sous-algébre g,, des points fixes a la fois pour o et + est bien Sp(z) +Sp(n—1): 
on le voit en la regardant comme l’algèbre d'isotropie de l’automorphisme 
induit par = sur SU(22)-+ SU(2n — 21) +T; sur SU(21), ou SU( 27 — 22), 
l'automorphisme = induit sur un automorphisme défini par la rotation parti- 
culière 2,——3, [l'indice p allant de 1 à 24 pour SU(2z) et de 25+7 à on 
pour SU(2n— 21)| et des G-nombres tous nuls; on obtient done bien 


Sp(7) + Sp(n— i), 


à condition de montrer que 5 induit le tore T l’automorphisme X +> — X; ce 
qui provient de ce que Test engendré par l'élément | 


X = (0,;+...+0,,) =— (du +: Om), 


TES 
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sur lequel la rotation particulière ci-dessus induit bien l’automorphisme X->—X. 
Il reste enfin à vérifier que c etz commutent, ce qu’on déduit de ce que 


WAG.) Sen COs es Os) Dye oan En à 


est invariant par la rotation particulière ci-dessus (d’après le n° 14); ou encore 
de ce que l’automorphisme = défini ci-dessus laisse invariante globalement la 
sous-algèbre d’isotropie de 5. 

L’algébre d'isotropie de l'E. L.S. correspondant aux deux automorphismes 
commutant c et 7 se détermine comme étant une algèbre dont la forme compacte 
est SU(27)+SU(2n—21)+T et la structure compacte maximale Sp (v)+Sp(n— 7): 
c’est done SU*(21) + SU*(2n— 2t) +R, d'où l'E. L.S. cherché : 


SU*(27)/SU (21) + SU*(on — 21) +R. 
Détermination de l'E. L.S. associé comme ci-dessus; on trouve 
SU’ (2n)/Spi(7). 


di SU(n)+ T. — Ce cas-correspond à VE. L. S. dual de VE. L. S. déjà 
obtenu : SL(2n, R)/Sp(n, R)(définition et construction de FE. L.S. dual : n° 18). 
En effet, la forme compacte de Sp(x, R) est Sp(7), qui est bien la structure 
compacte maximale de SU*(27). L'algèbre d'isotropie de l'E. L.S. dual est la 
forme réelle de SO(27), dont la structure compacte maximale est SU(n) + T: 
c’est done SO*(2n), d'où l'E. L.S. 


SU*(2n)/SO*(27). 
Détermination de l'E. L. S. associé comme ci-dessus : 


SU‘ (22)/SL (7, C) +T. 


96. SU'(n). — Ici, gs —SU(:)+ SU(n—i)+T. A priori, les diverses 
structures d’x-algébres de SU(z) + SU(n — 1)-+ T sont fort nombreuses; on 
en élimine d’abord un certain nombre de la facon suivante : 


‘a. Nous traiterons à part le « cas d'échange », c'est-à-dire le cas où l'x-auto- 
morphisme considéré (à prolonger) de g, échange SU(:) et SU(2— 1), 
lorsque : =n — i. Lorsqu'on n’est pas dans ce cas, c'est donc que, mis à part le 
tore T dont on reparlera au c, l’automorphisme considéré est défini par deux 
x-automorphismes de SU(z) et SU(n—1), qu'on notera respectivement 5; 
et oi. D'après la proposition 14.2, on peut supposer que 5: et o,_; sont des 
G-automorphismes de SU(z) et SU(7 — 1) respectivement, pour des sousr 
algèbres de Cartan qui soient celles, données, déterminées par une sous-algèbre 
de Cartan donnée de SU(n). Si l’on désigne par ! 21, ---- 6, une base ortho- 


normée de cette sous-algèbre de Cartan, on peut done supposer que 5; et 5, à 


9 
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induisent, sur les sous-algébres de Cartan respectives de SU(z) et SU( 7 — 1), 
des rotations qui soient : 


pour.s; : soit l'identité, soit 


O4 ae dj, 
* > 
Os => — O15 
pour g,_; : soit l'identité, soit 
Oj41—> — On, 
Os Fe On—1; 


(voir, par exemple, [17]. p. 134), 


Les deux seuls cas possibles sont : soit 3; et 5, ; sont tous deux intérieurs 
(les deux rotations sont l'identité), soit 5; et 5, ; sont tous deux extérieurs (les 
deux rotations sont celles ci-dessus). En effet, un automorphisme de g, qui ne 
serait pas de l’un de ces types induirait sur la sous-algébre de Cartan de SU(n) 
considérée une rotation qui transformerait la racine de SU(n) : (21 — 1) 
en (0,+¢,), qui n’est pas une racine de SU(n), ce qui est contradictoire avec 
le fait qu'un tel automorphisme est induit par un automorphisme de SU(7). 

b. Dans le cas où 5; et 5, ; sont tous les deux extérieurs, on élimine encore 
les cas mixtes; par exemple le cas où 5; aurait pour algèbre Wisotropie, 
dans SU(z), la sous-algèbre SO(:); et 3,_;, dans SU(n—:}), la sous- 


2 Tt = : ; 2 x 
algèbre sp(“—") (si n—t est pair). En effet, dans ce cas, les G-nombres 


de c,_; seraient ([18], p. 244): (0, ...,0) et ceux de 5; : (0, 1, ..., 0,1) siz 
: I I I I aa 5 f , 4 

est pair et (>) — 55,5 — 5,0) sit est impair. Dans les deux cas, la réunion 
des G-nombres ci-dessus ne peut convenir à un automorphisme de SU(n) ([18], 
p. 243-244). 

c. Précisons maintenant ce qui se passe pour le tore T. Ce dernier est 
engendré par élément X : 

X == (9, 4-...-+9;) == — (dus +... + dn). 


Dans le cas où 5; ct 5,_; sont tous deux intérieurs, X est changé en X et le tore T 
est conservé; dans le cas où 3; et c,_; sont tous deux extérieurs, X est changé 
en — X et g,, ne contient pas T. Finalement, les seuls cas possibles sont [compte 
tenu des différentes structures d’x-algèbres de SU(2), lisibles dans le tableau I]: 


gi = SU(É) + SU(i — 4) + SU(h) + SU(n — 1 — h)HTHT HT. — On 
obtient ce cas en prenant pour G-nombres de a; et de 5, ; : 


(a) == (0, ...,0,1, ..., 1), 
—_—_—— 

à k i—k 

VÉOT NEA ECTS PEAR 


h n—i-h 


#, 
UT 
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Ces automorphismes sont induits sur SU(:) et SU(m — 7) par le G-automor- 
phisme intérieur 5 de SU(n) défini par les G-nombres : 


n—i-h 


qui commute certainement avec le G-automorphisme intérieur 7 de SU(») défi- 
nissant la forme réelle SU‘(7) (n° 14) et dont les G-nombres sont 


On obtient l'E. L.S. 
SUÜi(n)/SÜU 4 +h) + SUA n —h—h) + T. 
LE. L.S. associé se détermine comme étant celui correspondant a lauto- 


morphisme 97, qui est encore un G-automorphisme intérieur défini par les 
G-nombres : 


L'E. L.S. correspondant est isomorphe au précédent, pour un changement 
convenable d’indices. 

$1, = SO(z) + SO(n — 1). — Cas du dual de FE. L.S. déjà rencontre : 
SL(n, R)/SL(i, R) + SL(n — i, R) +R. On obtient l'E. L.S. | 


SU‘(n)/SO'(n). 
L’E. L.S. associé est isomorphe : car en appliquant la proposition 16.1, on 
trouve dim, = we, et il n'y a qu'une x-algèbre de SU(7), de dimen- 


sion 1 adel qui admette pour x-algèbre SO(i)+ SO(n —1), c'est SO(n). 


2, 


2 
cas comme E. L. S. dual de l'E. L. S, SU*(2n)/SU"(2i) + SU*(2n —21) +R. 
On trouve 


gu— Sp ( :) +Sp(“=*) (lorsque z et n—z sont pairs). — On obtient ce 
\ 2 


SU'(:)/Sp ia 
et VE. L. S. associé est isomorphe. 

Cas d’échange. — L’automorphisme 7 de g, a prolonger échange SU (1) 
et SU(n — 1); puisque Aut(SU(z)) n'a que deux composantes connexes, ce qui 
été dit au n°9 montre qu'il n'y a que deux cas possibles à étudier, pour obtenir 
toutes les classes d’E. L.S. isomorphes de SU(i) + SU(n— 1); soit n est défini 
par n(X, Y)=(Y, X), soit n est défini par q(X, Y)= tar a*X), ou XE SU((). 
YESU(n —:1i) et où x désigne un automorphisme non inférieur arbitraire 
de SU(z). Dans les deux cas, on peut préciser a priori ce qu'il advient du tore T: 
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on a vu, en effet, que T était engendré par l'élément 


X = (6,+...4+49;) =— (dise. + On). 

t, dans le premier cas, l automorphisme 7 induit la rotation 6,> Spei(p ls ir) 
done X est changé en — X; l'algèbre gi, a done pour structure SUZ) = su” +). 
Dans le second cas, on peut supposer que 7 induit la rotation ep > pepe. À) 
et l'élément X est done conservé : l’algèbre gy, a pour structure su (° )+T. 


Dans les deux cas, nous allons pouvoir prolonger  : 


di .=8u(4)+T. — Ce cas s ‘obtient avec l'E.L.S. dualde SL(n, R) sL("-() +T. 


On trouve PE. L.S. 


a n 
SU? (n)/SO* (7) 
pour FE. L.$S. associé se détermine comme ci-dessus : 


n 


SU* (n)/Sp (2: (DE 


Ces deux espaces ne figuraient pas dans [2 ]. 


gi SU | SE On exhibe un automorphisme convenable de SU?(n). On peut 
représenter SU*(n) par les matrices carrées d'ordre # pair. 
A B 
ellie a 
qui vérifient 
Wis 5 Ap DD, PTS 


L'automorphisme involutif de SU* (7) cherché est alors 
ARE pe C 
CNIL RES 
I reste à trouver l'algèbre d’isotropie } de cet automorphisme. Cette algèbre 
est celle des matrices de la forme 
A B lL (= 
avec A=—A et RE. 
\B OA | 
D APS . . : , + . 4 a 
On définit une application de } sur l'ensemble des matrices carrées d'ordre 5 


qui est bijective et respecte les structures d’algèbres de Lie, en posant 


(3 a)tAd VB. 
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Le 4 > +e à ture si | $ : 
L'algèbre H est done SL(=; C)+ Ret son algèbre compacte maximale est 
; ie: : 
bien su(*). On obtient donc l'E. L.S. 


SU? (n)/SL( “, C ) +R. 


'E.S.S. associé est isomorphe. 


27. SO*(2n). — Ici, gs = SU(7) + T. Précisons d'abord ce qu'il advient du 
tore T, selon que l’automorphisme considéré 7 de gy, à prolonger en un auto- 
morphisme 5 de g,—= SO(27) tel que 1 = f(a), est induit par un automorphisme 
intérieur ou extérieur de SU(n). D'après [18], p. 234, on peut supposer être 
dans la situation suivante : SO(2n) et SU(nr)+ T ont une sous-algèbre de 
Cartan commune €, et pour cette sous-algèbre de Cartan €, les racines de SO(2/) 


== 6, Gee 
sont les —"— ( 


4 à x ayo os A < 
où {4,. ..., 2} désigne une base orthonormée de cet où, 


comme dans toute la suite de ce chapitre, lorsqu'il s'agira de racines, des indices 
seront différents s'ils sont représentés par des lettres différentes); et les racines 


de SU(2) sont les cp . le tore T étant engendré par l'élément X=(6,+..-+2n)- 
D'après la proposition 14.2, on peut supposer que 4 est un G-automorphisme 
pour la sous-algèbre de Cartan de SU(n): ¢’= ¢NSU(r), et que 7 induit-sur € 
une rotation qui est : soit l'identité, soit celle définie par 


(27.1) DE iU, 037 — 9%, 


Dans le cas où cette rotation est l'identité, montrons qu'elle induit néces- 
sairement l'identité sur le tore T. En effet, puisque lautomorphisme % est 
prolongeable en un automorphisme ¢ de SO(2n), c'est que nécessairement là 
rotation induite par 7 sur ¢ transforme une racine de SO(27) en une racine 


lan J 8G, 05 ‘is 
de SO(2n); prenons en particulier la racine — : et décomposons-la suivant 


la décomposition decenc'+T; c’est-à-dire qu'on à 


Supposons que la rotation de c’ soit l'identité et celle de T soit X->—X. La 


racine considérée deviendrait alors 
| a Dr rip =) 

dues nt = = 

Es hie oD JUL n 
i 1 f or =— # 4 ic 0 ‘ae pe à WE 
qui ne peut être une racine de SO(2n) que si "= |: Mais ce cas peut etre 
+ a a: * Te 2 i . aah 
éliminé, parce qu alors on a l'isomorphisme SO*(8) = SO (8) ([26], p. 254) 


et $O?(8) sera étudiée parmi les formes réelles SO'(7). | 
Montrons de même que si la rotation considérée de SU(2) est celle de la for- 


9a 
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mule (27.1), on à nécessairement pour le tore l'automorphisme X =: — AX. On 
\ . 
l < (pak 4 
procède comme ci-dessus en considérant la racine => et en supposant que 
EMA 


x - Fe” nae à: + : 
lon a X->—X. La formule (27.1) et la décomposition de -——— donnée 


ci-dessus montrent que, dans ee vas, cette racine serait transformée en 


qui ne peut être racine de SO(an) que si a = {. Il n'y a done que les cas 


suivants à traiter : 


Qui = SU) + SU(n — 1) + T+ T. — On l'obtient en prenant un couple (7, =) 
de G-automorphismes intérieurs définis par les G-nombres : 


1 “à 
= | =3 on ey = ), y(e) = (0, robes, Mia Be 
: n : 


D'après [£8], p. 234, l'algèbre d'isotropie de o est SO( 27) + SO( an — 22) et 
celle de test SU(n) + T. Enfin, et + commutent parce qu'intérieurs (n° 14) et 
les points fixes à la fois pour o et = forment visiblement une sous-algèbre de 
structure SU(7) + SU(n — 1) + T+ T, puisque les G-nombres du G-automer- 
phisme intérieur que 6 induit sur SU(x) + T sont 


L'algèbre d'isotropie de ¢ dans SO*(2n) est done une algèbre de forme 
compacte SO(21) + SO(an— at) et de structure compacte maximale 
SU(1) + SU(n—?)+T+T, c'est done SO*(2i)+ SO'(an— ai), d'où 
FE. L. S: 

SO*(2n)/SO*(27) + SO*(an — ur). 


Determination de l'E. L. S. associé par la proposition 16.1 : 
SO*(2n)/SU'(n) + T. 


di = SO(n). — C'est le cas de l'E. L. S. dual de SO"(2n)SL(n, R)+R 
qu'on rencontrera dans le numéro suivant. En effet, la forme compacte de 
SLin, R)+R est SU(»)+T, qui est la structure compacte maximale de 
SO"(2n); et SO(n) est la structure maximale compacte de SL(n, R) +R. 
L algèbre d'isotropie de l'E. L. S. dual a pour forme compacte SO(n) + SO(n) 
et pour structure compacte maximale SO(n); c’est done SO(n, C), 


SO*(an)/SO(n, C). 
Son associé lui est isomorphe. 


a1. =Sp(“) (” pair). — On exhibe deux automorphismes commutant (s, +) 


LES ESPACES SYMETRIQUES NON COMPACTS. 12) 


convenables de la forme compacte SO(2n) de la facon suivante : on engendre 
SO(2n) par les matrices E,,(1, J=1, ....n, 2-+-1, ...,22),-00B, représente lia 
matrice carrée d'ordre 2n, symétrique gauche et dont tous les éléments sont nuls 
à l'exception du terme de la LE" ligne et de la Jr colonne (resp. J! ligne, 
lé colonne) qui vaut + 1 (resp. — 1). L’automorphisme involutif 5 de SO(2n) 
défini par 

En) == Ste) Er. 


où e(1)=+1 11, ...,rRet:s(l)=—1sil=n+i, ....2netl'=1+n 
sil=1,....ret’=I—asil=n+1,....»n. Les points fixes de cet auto- 
morphisme sont SU(r) + T. 

Si maintenant SO(27) est tel que » soit pair, on partagera les 22 indices 
ci-dessus cn quatre morceaux, en posant 7 = 2m : 


Be AN SE SL ons COR TE UM MERE ON ee 


On prendra pour = l'automorphisme défini par 
(Eu) = 1 (1) a(J) Ex, 
ou 
(1) = +1 et I=I+m SI eT ers Sheet ale aS Shs Mone 
et 


n(l)=—1 et [= 1— 7" si Î—m +1, ...,2m, ou 3m+1,:.., 4m. 


Les automorphismes 5 et = commutent; pour les deux, la sous-algèbre des 
points fixes a pour structure SU(”) + T. Il faut montrer encore que les points 


« q 1 a 
fixes communs à 5 ct = forment une algèbre g,, de structure Sp (3): par 


‘ . ~ D Lu 
exemple, la formule (16.1) montre que dimg= “A=, etg,, est une 


x-algèbre de SU(»)+T; le tableau I montre que c'est nécessairement 
q,, — Sp (2). On obtient done un E. L. S. dont l'algèbre d'isotropie a pour 
forme compacte SU(n)+T et dont la structure compacte maximale es! 
Sp (5); c’est done SU*(7) +R : 

SO‘(2n)/SU*(n) + R. 


Son E. L. S. associé lui est isomorphe. 


28. SO(n). — Ici, g:= SO(Z) + SO(n — 1). Éliminons d’abord les cas où 
gi, serait de la forme g1.=SU( >) +7T+S80(h)+SO(n—1—h). On est 


done dans le cas où l’automorphisme % de g, s'écrit = 9+ Oui OÙ 5: 


(resp. 5, ;) désigne un automorphisme de SO(z) [ resp. SO(n —1)]. Si l'on note 


tis ’ k § a ec t ) 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Past, 


‘ 
2 
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de SO(z), les racines de SO(z) sont les Gn ¢,; d'après la proposition 14.2 ef 
[18]. p. 234, on peut supposer que 5; est le G-automorphisme intérieur de 


SO; FU par les G-nombres : 


I 


‘1 
r(a)=(;; Abe )- 
Quant a o,_;, il faut distinguer deux cas : soit ¢’ est un G-automorphisme intérieur 
défini par des G-nombres de la forme 
(Sn) == (0; «2, Oy Layo 5) 
f 


: o>» x } 
pour une base orthonormeée Obs = 5 os Dm} ( 


\ 


‘ 


ne k= 
= 0 


avec mak+i+| 


d'une sous-algèbre de Cartan €” de SO(n — 1); soit c'est le G-automorpbisme 
extérieur acini par la rotation particuliére 


pp (p=k+1, ...,m—1) et On—> — Om 

et par des G-nombres de la forme 

TT) EN} 02e.) 
Dans les deux cas, si 1 —#(5), où 5 est un automorphisme de SO(n), le 
G-automorphisme 5 devrait être défini par les G-nombres : 

1 I . 

ish i .……., + | 1e O, I, ---, Ay? 

ce qui est impossible (181, p. 232-234 et 244-245). Il reste done seulement a 
examiner les cas : 


ÿii— SO(4) + SO(¢— 4) + SO(h) + SO(n —1—h). — Cas analogue a 
celui rencontré dans SU‘(7). On trouve les E. L. S. 


SO‘(n)/SO*(k + h) + SOA (n — k —h). 


gu =SU(! )+su( =) + T+ T (quand z et n — x sont pairs). — C’est 
le cas du dual de SO*(n)/SO*(7) + SO*(n — 7). On obtient (détermination 
comme dans les cas semblables d’E. L. S. duaux) : 
dE 
SO'(n)SU ( n+ 


el LE. L. S. associé est isomorphe. “ 
Pour les deux structures gy, ci-dessus, il faut préciser ce qui se passe dans 
les cas exceptionnels du théorème 23.2. Lorsque 


gui == SO (k) + SO(i— k) + SO(A) + SO(n — k— h), 


n’y a d'exception possible que si ¢ ou n — i vaut 8. Mais dans ce cas n>8; 


be ow. 
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done on pourra raisonner comme à la fin du n° 24 : tous les E. L. S. corres- 
pondants de la forme réelle SO‘(n) sont isomorphes. 


I 


Dans le cas gy, = SU | 5) + SU _— + T+ T lorsque l'un au moins der 
our — test multiple de: 4, le théorème 23.2 dit qu'il y a plusieurs types pos- 
sibles pour g,,, donnant seulement des E. L.S. gigi ext-isomorphes, pour un 
isomorphisme x de SO(i)+SO(n—:), conservant SO(1) et SO(n — 1). 
Soient g/h et gh’ les E. L. S. correspondants de y = SO'(n) et supposons qu'il 
existe deux espaces symétriques GiH et G/H' du groupe de Lie G dont l'algèbre 
de Lie g, définis par les automorphismes £ et ©’ de G, dont les E. L.S. respectifs 
soient g/h et gh’. L'automorphisme L/S! de G induit sur SO(:) + SO(n — 1) 
un automorphisme 3 conservant SO(:) et SO(n — 1), done tel que « et 3 appar- 
tiennent à la mème composante connexe de Aut(SO(z) + SO(n —:)); l'auto- 
morphisme x peut donc se relever en un automorphisme de G et les espaces 
symétriques G/H et G/H' sont donc tsomorphes. 


Cas d'échange. — C'est lorsque 1= n —i— ~ et que Fautomorphisme de 
y, = SO(:) + SO(n — 1), à prolonger à SO(n). échange SO(z) et SO(n —1). 
Dans ce qui suit. on posera 1 —=n—1—m. Rappelons d'abord que le groupe 
discret A,,— Aut(SO(m))Int(SO(»)) est réduit à l'élément neutre si m est 
impair. Si m est pair et différent de 8, le groupe A, comprend deux éléments : 
élément neutre et un élément qu'on peut représenter dans Aut(SO(m)) par 
l'automorphisme induisant la rotation particulière : 


3 = $ 
SD Pts «5 411) et On—> — On, 


où Von a posé 2k =m, et où |, ..-, 2} désigne une base orthonormeéc d'une 
sous-algèbre de Cartan de SO(m). On notera 7, cet élément. Dans le cas où 
m=8, le groupe A, est isomorphe au groupe des permutations de trois objets : 
on notera =, =, =, les trois éléments de A, qui sont involutifs (et admettent 
une représentation analogue à celle donnée précédemment pour cy) etpars, 
et =, les deux autres éléments; on a les relations 7; =<,» tj 7241+ 

D'après le n° 9, tous les E. L.S. obtenus par l'automorphisme sont isomorphes 
si m est impair. Supposons maintenant m pair. D'après le n° 9, il n'y a que deux 
types possibles dE. L. S. non isomorphes : celui pour lequel l'automorphisme 
ode g, est o(1) (notations du n° 9). défini par a(1) (X. Y) = (NY, X). et celui 
pour lequel ¢ est o(7,)(X, Y)=(7,Y. 7X). Remarquons d'abord que lauto- 
morphisme «, de gi, défini par 2, (X, IX, a Y) se prolonge en un auto- 
morphisme 3, de SO(n7) : en effet. appelons | 21. -..; Se Ga «me: Smt UNE 
base orthonormée d’une sous-algèbre de Cartan de SOc). telle que :%14....51: 
[resp. (Cr. -- ++ 2m)] soit une base orthonormée d'une sous-algebre de Cartan 
de SO(z) [resp. SO(” —1)]. L'automorphisme =, est défini par la rotation 
particulière qui est l'identité sur CPAS RER. : 


| à sert "TYPE 
So 0p Pieter Le oe el Om >= Om 
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et 2, se prolonge en l'automorphisme 3, de SO(z) défini par la rotation 
particulière 


Op—> Ôp (p= tt ee eae LU, et Vin ee as 


On a vu au n°9 qu'on a alors 507, ) = 217 (1 )z,'; donc, pour les E. L.S. corres- 
pondants, définis par, s'ils existent, les automorphismes 5 et 5° de SO(n), ona, 
dans SO(n): 7'=%,33,'; ces E. L. S.,; nen isomorphes, sont donc eat- 
tsomorphes, dans SO(n). Ils le sont encore dans SO"(2m), parce que §,, 
conservant l'algèbre g,, définit aussi un automorphisme de SO”"(2m) (propo- 
sition 10.1). 

Le cas m= 8 se raméne au précédent; le problème ne se pose que pour les 
deux éléments +, et 7, de A,, puisque 7, 72, 7, sont du type de Vautomorphisme 
=, ci-dessus: et le cas de +, se ramène a celui de z,, parce que 7,=7;,". De ce 
que 7,== 7.7, on déduit sans difficulté que, si lon pose XIV) =e aie 
OTC, mn Oct? TT), dia 


TT) = (Ye) 71) (as y2) 


Si l'on prolonge, comme ci-dessus, z,(resp. y.) en un automophisme de tout 
SO(n), on voit que l'E. L.S. correspondant à 7(<, ) est ext-tsomorphe à l'E. L. $. 
correspondant à 5(1). En conclusion, tous les E. L. S. de SO”"(2m), pour le cas 
d'échange, sont ext-isomorphes à l'E. L. S. défini par 3(1). Mais ceci est insuf- 
lisant pour ètre assuré que. pour les espaces symétriques correspondants, l’auto- 
morphisme extérieur de SO‘"“(Sm») peut se remonter en un automorphisme 
d'un groupe quelconque dalgébre de Lie SO*“(8m). Pour cela, procédons 
comme à la fin du n°24; on verra ci-dessous qu'on obtient deux E. L. S. associés : 
SO" (mn) SL(m, R) +R et SO" (272) SO(m, C). Le second est justiciable du 
théorème 23.2, parce que sa forme compacte est SO(2m)/SO(m) + SO(n); 
toutes les algèbres d'isotropie de structure SO(m) + SO(m) de SO(2m) sont 
isomorphes par un automorphisme intérieur; ce qui entraine que les E. L. S. 
correspondants de SO(S/2) sont définis par 5 et 5’, tels que o! = 339+, où g est 
intérieur; comme au n° 24, on en déduit que 7'—= 252 |, où x est intérieur 
mais commute avec lx-automorphisme définissant la forme réelle SO‘"(8m), 
donc définit un automorphisme intérieur de SO‘"(S»), qui peut se remonter 
en un automorphisme d'un groupe de Lie quelconque d'algèbre de Lic 
sor Xm). [nv a done, dans le cas d'échange, qu'une structure giga à exa- 
miner, celle pour laquelle g,, = SO(n) : 


gi = SOC), — On obtient ce cas pour la forme normale de l'E. L.S. compact 
SO(2m) SU(m)+T, c'est-à-dire 


SO” (2m )/SL(m, R) +R, 


puisque da Structure compacte maximale de sL (!, R)+R est SO (2) ct sa 


a 
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a ‘ . . . , = . 
forme compacte SU ( - } + T. Détermination habituelle de VE. L. S. associé; on 


trouve 


SO! (n)/SO( “, C). 


/ 


29. Sp(n, R). — lei. gy = SU(7) + T. D'une facon tout à fait semblable au 
n° 27, nous allons montrer que si un automorphisme % de g, est tel que 
= À(c), où 5 est un automorphisme de Sp(7), alors : 


sty, induit sur SU(2) un automorphisme intérieur, il conserve le tore T: 
si 4 induit sur SU() un automorphisme extérieur, il ne conserve pas T. 


a. Soit ¢ une sous- algèbre de Cartan donnée de Sp(r) et de SU(n) + T. On 
posera ¢’ cNSU(n). Si 15, .... 2, est une base orthonormée de c. le tore T 
est engendré par l'élément X = ( +...+2,)et c'est le sous-espace vectoriel 
de ¢ formé des vecteurs dont la somme des coordonnées, par rapport à la. base 
0,4. .--. 2, est nulle, On peut supposer que % est un G-automorphisme et que. 
puisqu'il est prolongeable à Sp(x), il induit sur € une rotation. 

b. Si cette rotation est l'identité sur €’ il est impossible qu'elle soit NX> — X 
sur T. En effet, elle doit transformer la racine 2, de Sp(77) en une autre racine 
de Sp(n). Écrivons, de même qu'au n° 27 : 

I 1 I 


PE FR ea A 
nt 7 nm! 


. L - La. 
Une telle rotation transformerait done 5, en 


2 > 26 
les, SS Sea — ) 
vt [12 4 


qui ne peut être une racine de Sp(7) que Sin — 2. Éliminons ce Las : SU(2) 
ne possède pas, en effet, d'automorphisme extérieur et la rotation ci-dessus est 
identique, pour 7 — 2, à celle du cas c. L | 

c. Si vette rotation est ¢,->— 42, 6,-> — 03 ---- Il est impossible qu'elle 
induise Fidentité sur T. En effet, elle transformerait la racine 2, en 


qui ne peut être une racine de Sp(r) que pour 7 =». Mais dans ve ras. cette 
rotation peut être considérée comme celle du cas 6. Les seuls eas possibles sont 
donc : 
§:: = SU(i) + SUR —É)HTHT. — Cest le eas de TE. LS. forme 
normale de VE. L. S. compact : Sp()'Sp(1) + Sp(n — r). e'est-à-dire 
Spin, B)/Spre By + Spin--i. Ri. 
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Détermination de la structure associée comme ci-dessus : 
Sp (1, R)/SU'i(n) + T. 


gi — SO(n). — S'obtient avec la forme normale de Sp(n) SU(n) + T, c'est- 
à-dire 
Sp. R/SL(1.R)—R. 


L'E. L. S. associé est isomorphe. 
Se { pair chibe deux : ‘phis :omMU- 
du = Sp( — ) (quand vn est pair). — On exhibe deux automorphismes com 


tant convenables de la forme compacte Sp(n). Le premier est le G-automor- 
phisme = définissant la forme réelle Sp(v, R), dont l'algèbre d'isotropie est 
SU(7) + T, et dont les G-nombres sont 


(2) = =. “oy =) 


1 - \ ’ x N } 
pour une sous-algèbre de Cartan ¢ de Sp(n), une base orthonormée }¢,. .... Cn} 
([18], p. 233-234). Pour définir le second, on considère la rotation de c définie 
par 


Sp pp (Pez Ts SO), 


on peut prolonger cette rotation en un automorphisme 3 de Sp(n), involutif, 
tel que le complexifié 3 vérifie 


Otis Sa yee ARE AR (pHi. aay et 5 (E.g,) = E:,. 


LA 
Cet automorphisme commute bien avec =, d’après le n° 14, puisque la rotation 


3 : : . F ai I 

ci-dessus laisse invariante le vecteur de ¢ dont les coordonnées sont ( aya seg =): 
ré \2 2 

D'autre part, les points fixes à la fois pour 5 et = forment une algèbre de struc- 


erp) ; E ; 2 ; Sa ae : 

ture Sp ( x)? En effet, l'automorphisme 5 induit sur SU(2), l'automorphisme 
donnant la forme réelle SU*(2), puisque 5 induit sur € la rotation particulière 
conservant le système fondamental }4,—2,.,!(p=1. ..., à— 1) et que ses 
(nombres sont Co, ..., 0) ((18], p. 244); et le tore T, engendré par 

= 4 +... +4; nest pas conservé puisque X estchangé en — X, 

I reste à déterminer l'algèbre d’isotropie h de PE. L. S. correspondant à ces 
deux automorphismes involutifs commutant; pour cela, on utilise la proposi- 
tion 16.1: les algébres compactes h,, eth’, doivent être des x-algébres de Sp(x) 


qui ont, à leur tour, une x-algèbre de structure Sp Le }: In'x a que SU(n)+T 


\ / 
\ 


el Sp (4) + sp (3) qui répondent à ces conditions. D'autre part, si l'on veut 


vérifier la relation de dimension (16. 1), il faut prendre 


y= h, Sp (à) + Sp (+). 


/ 
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On obtient done LE. L. S., isomorphe à son associé : 


Sp(n, Ry/Sp(“, Gee 


30. Sp'(n). — Ici, gi = Sp(t)+ Sp(r —1). On procède comme au n° 28 
pour éliminer les structures g,, de la forme SU(¢) + T+ Sp(4) + Sp(n —i—h). 
En écrivant l'automorphisme %, de g, sous la forme % —5;+6,;, on pourra 
supposer que 5; (resp. 5, ;) est un G-automorphisme de Sp(1) [resp. Sp(r —1)] 
et que ses G-nombres sont 


Pet = 2 4? | res = 
(31) = (oss | resp. vos) Sahara: cn Pig hs Hoyt) 


Les G-nombres du G-automorphisme ¢ prolongeant 7, à tout Sp(n) devraient 
done être 


4 I I \ 
AG) — ES eh ee M) 
es 2 


ce qui est impossible, d’après [18], p. 233-234. Il reste done seulement les 
structures suivantes : 


Qui = Sp(k) + Sp(i — 4) + Sp(h) + Sp(n — 1 — h). — Cas analogue à ceux 
rencontrés dans SU‘(n) et SO(n). On obtient les E. L. S. 
Spi(7)/Sp*(k + h) + Spi4(n —k—h). 
di = SU(‘) + SU(n—1) + T+ T. — Sobtient comme dual de 
Sp(v, R)/Sp(i, R) + Spi —7, R). 
On trouve 
Spi(n)/SU‘(n) -+ T, 
E. L. S. isomorphe à son associé. 
Cas d'échange. — D'après le n° 9, puisque les automorphismes de Sp(7) sont 
toujours intérieurs, il n'y a qu'un seul eas à considérer : 


Ji. = Spc) ( lorsque 1 = n —1= ER — S'obtient comme dual de 


2 


Sp(n, K)/Sp ( os cl): 
On trouve l'E. L. S. 
Sp? (n)/SU*(7) +R 
dont l'E. L. S. associé est 
sp’ ()/Sp( 7) C). 
oY 
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STRUCTURES EXCEPTIONNELLES. 


Dans le cas des structures simples réelles exceptionnelles (non pseudo- 
complexes), nous procéderons de la facon suivante, qui est plus rapide : 
étant donnée la forme réelle g, sa forme compacte g,, pour la structure compacte 
maximale g, nous calculerons, pour les différents x-automorphismes possibles de 
g, elles x-algèbres correspondantes g:,, la quantité (dimg,—dimg; + > dim gs); 
puis nous rechercherons, dans les différentes x-algèbres de g, (fournies par le 
tableau D), les paires (h,. b,) (paire signifiant ict structures distinctes ou iden- 
tiques) telles que 

dimh, — dimb,,== dimg,— dima; + 2dima,;: 


ces paires (B, 4) devront, enfin, être telles que h,, eth, aient toutes les deux 
une x-algébre qui soit de la mème stucture que gs: (on prendra garde à ne pas 
oublier, en basse dimension, les isomorphismes rappelés au n°20). Nous aurons 
ainsi satisfait aux conditions nécessaires de la proposition 16.1: ces condiuons 
ne sont pas suffisantes, comme le montre le cas gi, = SU(4) + Tdu n° 36. Mais 
dans tous les autres cas, nous pourrons prolonger effectivement l'E. L.S. g:/g11, 
satisfaisant aux conditions ci-dessus, en un E. L. S. gb de g. 

Nous ne donnerons pas les détails de cette recherche des structures gs, et 
des paires (h,, )/,) qui, pour une forme réelle exceptionnelle donnée, satisfont 
aux conditions de la proposition 16.1; cette recherche est, en effet, à l’aide du 
tableau I, purement mécanique. Pour chaque structure g,, possible, nous indi- 
querons seulement comment on prolonge l'E. L.S.g:/g, en un E.L.S. de la 
forme réelle g et nous préciserons cet E. L.S. 


31. Gi. — Ici g, = SU(2)+ SU(2). Le seul cas (satisfaisant à la propesi- 
tion 16.1) est: 


$= T+Teth,=h,=SU(2)+ SU(2). — C'est le cas de la forme nor- 
male de G,/SU(2) + SU(2), c'est-à-dire 
G2/SL(21R) + SL(2, R). 


L'E. L.S. associé est isomorphe : len sera ainsi chaque fois que h, et h), auront 
mème structure, 


32. Fi. — Ici g,=Sp(3)+ SU(2). Les seuls cas possibles sont : 
Ji = Sp(2) + SU(2) + SU(2) et h,,=SO(g), h,=Sp(3) + SU(2). — On 


obtient ce cas comme forme normale de F,/SO(9), soit 

Fi /SO'(y) 
et Pou détermine PE. L.S. associé ainsi (et on fera de même dans toute la suite): 
Palgébre disotropie bh! de cet ELL. S. a pour forme compacte}, = Sp(3)+-SU(2) 
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et pour structure Compacte maximale Sp (2) + SU(2) + SU(2), c'est done 
Sp'(3) + SU (2): | 

F' Sp'(3) + SU(2). 


$= SU(3)+ T+ T avec h,=h, = Sp(3)+SU(2). — Ce cas provient de 
la forme normale de F,/Sp(3) + SU(2), c'est-à-dire 


Fi Sp(3. R) + SL(z, R). 


33. Fi. — Ici, gs, =SO(qQ); il n'y a que deux cas possibles : 


» 0 , d'a + A 

gi = SO(S) et h,.=h, =SO(g). — On considère deux G-automorphismes ¢ 
et = de la forme compacte F,, qui commuteront certainement puisque tous les 
deux sont nécessairement intérieurs (n° 14). et définis par les G-nembres : 


te (05 0, 0-2) et toyed. feed). 

D’aprés [18], p. 235-237, les deux G-automorphismes ¢ et + ont tous deux SO(g) 
comme structure de leur algèbre d'isotropie. Il faut montrer que les points 
fixes à la fois pour ¢ et = forment une algébre de structure SO(8). Dans toute 
la suite, {4,, 2e, 23, --. | désignera une base orthonormée d'une sous-algébre 
de Cartan de la forme compacte de la forme réelle considérée et E, élément 
d’une base de Weyl, associé à la racine z. Avec ces notations, les éléments de F, 
(autres, évidemment, que ceux de la sous-algèbre de Cartan considérée) sont 
invartants à la fois pour & et = sont, eu égard aux G-nombres de ¢ et 7: les 
E;,:5,; pour p, g=1, 2, 3, 4. Ce sont bien les éléments correspondant aux 
racines de SO(38). On obtient l'E. L.S. 


F; SO'(9). 
di = Sp(2>) + SU(2) + SU(2) avec b, =, =Sp (3) + SU(2). — C'est le 
cas de l'E. L.S. dual de l'E. L.S. déjà rencontré : F; SO*(9). On obtient 
F;/Sp'(3) + SU(2). 


34. E!. — Ici, gs — Sp(4). Ne sont possibles que : 

$11 = Sp(3) + SU(2) avec b,=SU(b) + SUi 2) ch b= Fo — C'est Je eas 
de la forme normale de E,/F,, c'est-à-dire 

E;F, 
et pour E. L. S. assocté : 
E! SU'(6)+ SU (2). 

d11 — Sp(>) + Sp(2) avec h, = Spi) ef i= soto) Tr. — C'est Le eas 
de la forme normale de E'SO(10) + T. c'est-à-dire 
E!, SO‘ 0) li 

os Bo Nore LIN LSA Fo ‘= 
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dont VE. L. S. associé est 
E! 'Sp?(4). 

Jui SU(4)+T avec h,—=Sp(4) et h, =SU(6)+SU(2). — C'est le cas 
des deux formes normales : 


E! Sp(4.R). E;/SL(6, R) + SL(2, R). 


35) Et. <~<lel gy; SU(6) + SU(2)- Seuls sont possibles : 


du = SU(5) + T+ T et h,=h,=SOC o)+T. — S'obtient avec la paire 
(=, 5) de G-automorphismes éntérieurs (done commutant nécessairement : n° 14) 
définis par les G-nombres : 


NT URI INR) et WG} Z=i(0; 0,705 0,10; 1). 


D'après [18], p. 237-233, l'automorphisme + a pour algèbre d'isotropie 
SU(6) + SU(2)(c est donc bien celui définissant la forme réelle considérée E;), 
et l'automorphisme 7 la structure SO (10) + T. Il suffit de montrer que 
les points fixes à la fois pour o et pour = ont pour structure SU(5)+T+T; 
or les G-nombres ci-dessus montrent que ce sont les éléments E;_;, pour p, 
q=1,..., 9, qui, avec la sous-algèbre de Cartan invariante point par point 
par cet =, engendrent SU(5)+ T+ T. On obtient l'E. L.S. 


E?/SO*(10) + T. 


du —SU({)+SU(2)+SU(2)+Tarech,=SO(10)+Teth,=SU(6)+SU(2). 
— On utilise-ici les deux G-automorphismes intérieurs o et = définis par les 
G-nombres : 
Eve) et +(a)=(0, 0,0,.0,.1,1)- 


D'après [18], p. 235-238, les deux automorphismes 3 et = ont une algèbre 
d'isotropie.de structure SU(6)+ SU(2). L'algèbre des points fixes à la fois 
pour 5 et pour = est engendrée par les E; _;, pour p, g=1, 2,3, 4 ou pour p, 
4=5, 6 et par les deux éléments E;,_ 3, Bosca) qui, joints à la sous- 
algèbre de Cartan invariante point par point par ¢ et 7, engendrent visiblement 
SU(4) + SU(2) + SU(2)+ T. On obtient les E. L: S. associés : 


E?/SO'(10) + T, E? /SU?(6) + SU(2). 


du SU(3) + SU(3)+T+T et h,=h,=SU(6)+SU(2). — Ce cas 


correspond à la paire (5, =) de G-automorphismes intérieurs dont les G-nombres 
sont 
“et; 1,1, 1, 4, 4) et TES (0, 0, OF, 15%) 


pour lesquels ([181, p. 237-239) l'algèbre d'isotropie a encore pour structure 
SU(6)+ SU(2). Les points fixes simultanément pour o et = sont, outre la 


sous-algébre de Cartan invariante point par point par o et 7, les éléments E, _ ; | 
PT “9 


LP TE 
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pour : soit p, g=1. 2, 3; soit p, g=4, 5, 6; c'est donc la structure 
SU(3) + SU(3) + T+T. 
On obtient PE. L.S. isomorphe à son associé : 
BE; SU:(6) + SL(2, R). 
§1, = Sp(3) + SU(2) avec h, =F, et h,=Sp(4). — Cas du dual de 


E' SU*(6) + SU(2). On obtient les E.L.S. associés 
E: Sp'(4). Eye. 
ÿu1 = SU(4) + SU(») et h, =, = SU(6) + SU(2). — Cherchons à trouver 
deux automorphismes commutant convenables. Le premier, +. doit définir la 
forme réelle E et peut être choisi être le G-automorphisme défini par les 
G-nombres (1, 1, 1. 1, 1, 1); son algèbre d'isotropie est alors de structure 
SU(6) + SU(2), engendrée par les éléments 


Bose sr et Es, pour D, 41123, 459; 0: 


Le second, 5, doit induire sur SU(6)+ SU(2) un automorphisme imvolutif 
dont les points fixes sont SU(4)+SU(2) = SO(6) + SU(2), c’est-à-dire 
Vautomorphisme qui définit la forme réelle SL(6, R)+ SU(2). On peut tou- 
jours supposer qu'il est défini par son complexifié 5, tel que 


+95) 


#(E;,_3,.}—=— Ea, —s, ey o( Big ET En ART 


[en effet, dans SL(6, R). algèbre des matrices carrées réelles de déterminant 1, 
la sous-algèbre SO(6) est celle des matrices antisymétriques |. L’automor- 
phisme 6, prolongeant l'automorphisme du ci-dessus de SU(4) + SU(2). doit 
définir une rotation système des racines de E,, rotation telle que 


Sp—5q—>5q—%p et (6, +..-+:05) > (die ee + 9%). 


On vérifie facilement que seule la rotation 


répond a la question. On doit done avoir. pour 5 : 
5 (Ez, +%,+3,) a= e(p, q: r) E;, + Du + Ou 
où u, v, w désignent les indices de 1, 2, 3, 4, 5, 6 autres que p, q.r. En utilisant 


les constantes de structure de E,. telles qu'elles sont données dans [7]. p. 00. 
ona 


E3, = 3,52 Le, 0, | #4, 3, [Ez,,—3,1 Ea,+3,> ll! 
d'où <(p, q. 7) =— &(4, ©: w), ce qui prouve que l'automorphisme considéré 


n'est pas involutif (il est de carré — 1). Done cette structure compacte maximale 
10 
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di/d, ne peut pas convenir. En utilisant des raisonnements du chapitre suivant 
(n° 45), on peut en donner une autre démonstration. En effet, le groupe d'iso- 
tropie de cet E. L. S., supposé exister : E}/SL(6, R)+ SU(2), définit une 
représentation linéaire réelle qui doit être de 1"° classe, alors que sa représen- 
tation complexifiée est 

g: (SU(6)) x ¢,(SU(2)). 


Or la représentation réelle correspondante est nécessairement de 2° classe : on 
a utilisé les notations de [3], p. 297-299 et, du chapitre suivant, n° 47. 


Remarque. — LE. L.S. E; SL(6, R) + SU(2) est indiqué, par erreur, 
dans [2]. 
§11 = SU(4) + T avec h,, = h, = Sp( 4). — Cas du dual de l'E. L.S$. 
EB} /SL(6, R)+ SL(2, R); 
c'est-à-dire 
E;,Sp(. R). 


36. E;. — lei g,+SO(10)+ T. En appliquant la proposition 16.1, il ne 
reste que les cas : 


§11 — SO(9) et h.=h,—=F,- — On obtient ce cas avec le couple (=, ¢) de 
G-automorphismes (de la forme compacte E,) ainsi définis : le premier = est 
intérieur et ses F-nombres sont 


Y(T)= (0, 0, 1, —1, 1, —1); 


d'après [18], p. 235-230, il définit done la forme réelle E; et son algèbre 
(isotropic est SO(10) + 'F. Le second, 6, sera le G-automorphisme extérieur 
- défini par la rotation ([18]), p. 246) | 


A 
HER ; > On 
At 
(ou p’= p+ 1sip=1, 3,5 et p—p—1sip—2, 4, 6) et par les G-nombres 
(0, 0, 0, 0, 0, 0) : d’après [18], p. 246-248, ses points fixes forment une sous- 
algèbre de structure F,. Ces deux G-automorphismes 6 et + commutent parce 
que le vecteur(o, 0, 1, —1, 1, —1) est invariant par la rotation définie ci-dessus 
(n° 14). Enfin, pour montrer que les points fixes simultanément pour et pour =, 
forment une algébre g,, de structure SO(g), il suffit de remarquer que g,, doit 
être une structure d'x-algèbre de F, et de SO(10)-+ 'T; le tableau I montre 
Qu'il n'y a que SO(9) qui réponde à la question. On obtient l'E. L. S. isomorphe 
a SON associé : 
EF. 


ÿi1—=SO(8)+T + Tet h,.= bh, = SO(10) + T. — S’obtient avec le couple 
(3,7) de G-automorphismes intérieurs de la forme com pacte E,, définis par les 
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G-nombres : 
NIMES Ng De 0 ER) et fe S(O, 05-0505 10; 1) 
pour lesquels l'algèbre isotropic a pour structure SO (10) + T([18]. p. 35- 
/ = / 


239). Les points fixes à la fois pour 3 et pour + sont, outre la sous-algèbre de 
Cartan, les éléments 


pie we et, isan alee POUT PT = Tai 


qui engendrent SO(S) + T+ T. D'où l'E. L.S. 
E' SO?(10) + T. 

Ju = SU(4) + SU(2)+SU(2)+T et bh, =h,=SU(6)+8U(2). — Cas 

du dual de E? SO*( 10) + T. On trouve 
E;/SU: (6) + SU(2). 

Ju = Sp(2) + Sp(2) et h. =h, = Sp(4). — S'obtient avec l'E. L.S. déjà 

rencontré : E! SO*(10) + R. On obtient 
E; Sp*( 4). 

$1. = SU(5)+T+T avec h,=SU(6)+ SU(2) ef h,=SOGU0)+T. — 

Provient du dual de EB? SO*(10) + T. On trouve les deux E. L. S. associés : 


E?/SU'(6) + SL(2, R), Ej, SO*(10) + T°: 


37. Et. — lcig,—F,.Les cas possibles sont : 
du = Sp(3) + SU(2) avec ÿ,— Sp(4) et h,—=SU(6)+SU(2). — Dual de 
E! F'. On trouve les E. L.S. ASSOCIES : 
| E: Sp'(4). E: SU‘(6) + SU(»). 
$11 = SO(Q) avec be SO(10)+T et he Ps — S'obtient avee LE. LS. 
dual de E°/F°. On obtient les E. L. S. assoctés : 
E:F:, E; SO'M(10) +R. 


38... E'. — Ici g, — SU(8). Les cas possibles, après application de la propo- 
sition 16.1, sont: 

$11 — SU(6) + SU(2)+T avec }, = SO (12) + SU(2) et = tT. 
On considère le couple (7, 7) de G-automorphismes, pour la sous-algébre de 
Cartan ¢ de la forme compacte E;. défini par les G-nombres : 


et (g) = (0. 0-10, 0, Oe TEs 1). 


d'isotropie de + a pour structure SU (à) 


D'après [18], p. 239-241, l'algébre 
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(done + correspond à la forme réelle EL) et celle de 5 a pour structure 
SO(12)+ SU(2). Les points fixes, à la fois pour a et = sont la sous-algébre de 
Cartan ¢ et les ES pour soit! p, dt NO PSone 7: 8. Ils 
engendrent donc une algèbre de structure SU(6) + SU(2) + T. On obtient les 
deux E.L.S. associés : 


E!/SO*(12) + SU(2), E!E:- T. 


§i1, — SU(4) + SU(4)+T avec h,, = SU(S) et h, =SO(12)+ SU(2). — 
C'est le cas de la forme normale de VE. L.$S. compact E; SO(12) + SU(2). — 
On obtient les E. L.S. assoctés : 


E'/SO'(12) + SL(2, R), E!/SU‘(8). 


Jui = SO(8) et h,=h,=SU(8). — Cas de la forme normale de VE.L.S. 
compact E; SU(8), c'est-à-dire 
E!/SL(8. R). 


$11 = Sp(4) avec h, = SU(8) eth, =E,+T. — Cas de la forme normale de 
E, E,-+ T. On obtient les E. L.S. associés : 


E!/E'+R, E!/SU’(8). 


39. ED. — Ici gs =SO(12)+ SU(2). — Il reste comme cas possibles : 


§i1:=SO(i0) + T+ Feth,=h, =E,+T. — Hl correspond au couple (=, 3) 
de G-automorphismes de la forme com pacte E;. pour la sous-algébre de Cartan c, 
qui sont définis par les G-nombres : 


fees Tae ly Lee ees M OF th : 
(a) APE ae et (classe. 0 O18, LR 


L'algèbre d'isotropie de = est SO(12) + T (c'est-à-dire que = définit bien la 
forme réelle E;) et celle de 5 est E,+ T. Les points fixes pour o et pour = 
simultanément sont : la sous-algèbre de Cartan ¢ et les éléments 


5,5, Esx.ss+s) pour p, y=1, 2, 3.455 
qui engendrent bien SO(10) + T+ T. On trouve l'E. L.S. 
i E:/E +1. 
1 = $0(8) + SU(2) + SU(») + SU(2) et h, = hi, = SO(12)-+ SU(2). — 
Cas du couple (o, +) de G-automorphismes de E,, dont les G-nombres sont 


MSIE (0, 05-0). 0, 0,0, 6 1) et Y(t) (0, 0; O, GIG; 0. 0). 


Tous les deux ont une algèbre d'isotropie de structure SO(12)+SU(2). Outre 
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la sous-algèbre de Cartan, les points fixes à la fois pour ¢ et + sont les : 


E: > Rue . 5% a ey : i : 
ip — à pour : pont Pq FRE Se ts soit PP J—= "1, LU Te soit DATE fous 
bays 
I 


0 


Bae DOUTE Pg = Tye, BEA: 
oy ,, 


dont on voit qu ils engendrent une algèbre de structure SO(S)+SU(2)+SU (2). 
On obtient ainsi l'E. L.S. isomorphe à son associé : 


E: SO\\1:)- : SU (:. 


Ju = SU(4) + SU(j)4+ Teth,= ly, = SU(S). — Cas du dual de 


E! SO*%ae2) + SL(2. KR). 
On obtient 
E: SUS 
Qui = SU(6)+ SU(>)+T avec h,, = SUS) ct) == Bost aa Cas du dual 
de l'E. L. S. E! SO*(12)+ SU(2). On trouve les E. L.S. associés : 


E:/SU?(8), EE +T. 


Mi SU(6)+TET ci ly, == h, = SO(12) + SU( >). — On prendra le 
couple (7, =) de G-automorphismes définis par les G-nombres : 


“(a)=—= (9, 9,0,0.0,0,1, U et Se eet a eee ee 0) 


et qui ont tous les deux pour algèbre d'isotropie une algébre de structure 
SO(12) + SU(2). Les points fixes à la fois pour 5 et= comprennent: la sous- 
algèbre de Cartan et les 


2 


Eee | OES Gig > des yt pour pif ts? SE) 


dont on vérifie qu'ils engendrentune sous-algèbre de structure su(6)+T+T. 
On obtient done l'E. L.S. isomorphe à son assoCté : 


E: SO‘ (1) + SL(». R). 


Pour cet E. L.S. et ceux du cas précédent, le théorème 23.2 implique qu'il 
faut distinguer deux cas pour l'E. L.S. SO(12)SU(6)+T qui intervient 
ici dans l'E. L.S. gi gar de g, = SO(1») + SU(2). Mais les E. L.S. compacts 
correspondants 4, h, sont tous, d'après le théorème 23.2, isomorphes pour un 
automorphisme intérieur de g,= E:: Par le mème raisonnement que celui fut 
au n° 24 pour l'E. L. 5. SL(2m, R) SLC. C)+-T, on montre que les BE. LeS: 
correspondants g/f sont toujours isomorphes. 


A0. E°. — Ici gi = E + T: et les seuls cas possibles sont ; 


gui = Sp(4) et huh, = SU). — Provient du dual de E E +R: on 


. obtient 


4C* E:/SU*(8) 
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gi =SO(10)+ T+ T avec h,=SO(12) + SU(2) et hi, =E,+T. — Cas 
de l'E. L.S. de E°/E; + T; d’où les deux E. L. S. associés : 


E?/SO*(12)+ SL(2,R) Eÿ/E;+T. 


Jui — SU(0)+SU(2)+T avec h,—=SU(8) et hi =SO(12)+SU(2). — 
C'est Ie cas du dual de E!/E* + T; on trouve les E. L. S. associés : 


E?/SU?(8), E/SO*(12)+ SU(2). 


§ii=—F,, eth,.=h,=E,+ T. — On considère un premier automorphisme = 
de la forme compacte E, : celui qui définit la forme réelle E? et, pour une sous- 


algébre de Cartan c, est défini par les G-nombres : 


| a PURE VEN DES Sees ES SE 
O=(p ppp pep i) 
Ila pour algèbre d’isotropie E, + T. 
Le deuxième automorphisme 6 doit prolonger l'automorphisme de E, dont 
l'algèbre d'isotropie est F,, c’est-à-dire celui qui est défini par les G-nombres 
tous nuls et la rotation particulière 


6 
Dp —>— Op + > Ly (p'=p+isip=1, 3,5; p'=p—1si p=a, 4, 6). 
h=) 
Il faut d’abord savoir comment E, est plongé dans E, en tant qu’algébre d’iso- 
tropie de =. D'après les G-nombres de +, nous allons donner les racines « pour 
lesquelles 7(E,) = E,, en précisant les racines qui leur correspondent dans la 
structure E, telles qu'elles sont données dans [18], p. 237; ce sont : 


(9,— 0,)(p,g¢== 1, 2, 3, 4, 5 6) : mémes racines 


(0;+ 9, + dy+ 4,) : correspondent à = (9,,+-9,,-+ 0,.) 
< 
(ds Se dy + dy + d,) : » x (dp dy + 5) 
= 
(9; — à) : » + (01 + 6.+6;+ 0, + 6,+ dj) 


(avec p, 9; r=1, 2, 3, 4, 5, 6). 


Puisque les racines de E, sont ici les (¢,—¢,) et (6,+ 2,+ à, + ô,) 

N 
(avec p, 7,7, $ =1, 2,3, 4, 5,6, 7,8 et C+42+4,+2,+6,+6,+6,+6, — 0), 
il est alors trivial que la rotation ci-dessus (du système des racines de E,) se 


prolonge en la rotation du système des racines de E, définie par 
dp—>— dy (P'=p+rsip=t,35, 73:P=p=3xsip —0, 4,6, 8). 


Cette rotation permet de définir un «utomorphisme ¢ de E;, par son complexi- 
fié 3 : 
S&(E;,5,.,) = E;, 5, (p=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7); 


PB rë+a,) = Ba yaiaeay 


automorphisme qui est involutif et commute avec +. Les points fixes a la fois 
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pour G et c forment une algèbre de structure F, par construction. On obtient 
l'E. L. S. isomorphe a son associé : 


EE; +R. 


41. E). — Ici g, = SO(16). Après application de la proposition 16.1, il reste 
les seules possibilités : 


fui = SO(12) + SU(2)+ SU(2) et h.=h,=E,+ SU(2). — Ce cas peut 
s obtenir avec le couple (7, 3) de G-automorphismes de E, (qui commutent 
nécessairement, puisqu'ils sont intérieurs) définis par les G-nombres : 
“(T)= (6, 0:10, 0,0, 0, 0, 1,11) et (Gp ==(0,.0;.0, 0,0, 141,0) 
L'algèbre d’isotropie de + est SO(16) (c'est-à-dire que + définit la forme 
réelle EB!) et celle de o est E,+ SU(2). Les points fixes à la fois pour 5 et 
pour + constituent une algèbre qui est à la fois : une structure d’x-algébre 


de EB, + SU(2). une structure d’x-algébre de SO(16). C'est donc nécessaire- 
ment SO(12) + SU(2)+ SU(2). D'où le seul E. L. S. 


BLE? + SU(2). 
gi = SO(8)+S0(8) et 1.000) C'est le cas de la forme 
normale de VE. L. S. compact E,/SO(15), c'est-à-dire 
E!/SO*(16). 
$1, — SU(8)+ T avec h,— SO(16) et h,=E; + SU(2). — Sobtient avec la 
forme normale de E,/E; + SU(2). On trouve les deux E. L. S. associées : 
E\/E! + SL(2, R). :/SO* (16). 


Ces E. L. S. sont tous isomorphes, comme déja raisonné pour l'E. L. S. de E. 
et avec gi = SO(12) + SU(2). 


42. E. — Icig,x=E;+ SU(2). Seules possibilités (proposition 16. is 
$1, = SU(8) +T avec hax hy, = S016). — Cas du dual de VE. L. S. déjà 
rencontré : EL/E! + SL(2. R). On obtient l'E. L. S. isomorphe à son associé : 
E: SO‘ (16). 
fui — SO(12) + SU(2) + SU(2) avec hy, + SO(i6) et h,—E: =e Sue 
Cas du dual de E/E? + SU(2). On obtient les deux E. L. S. associés : 
E:/SO‘ (16),  Ei/E?+ SU(°). 


ÿu—=E+T+T 4 b,=1,=E; + SU(2). — On considère les deux 

A 6 “ : : ; ‘ Re 

G-automorphismes (commutant, puisque nécessairement intérieurs) dont 
18 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. 2. 


142 MARCEL BERGER. 


les G-nombres sont 


M(C)=1(0 0710 02 10,00 Onn Ms et (7) = (0, 0, 0, 0, 0; 0, 1, I, 0) 


et dont les algébres d'isotropie ont pour structure, toutes les deux 
E,+ SU(2). Les éléments points fixes à la fois par 5 ct par 7 sont, outre la 
sous-algébre de Cartan : : 


: RE 
Mi ty N= 8,+%, een) Pour (pp TES, 85 ty 05, © 
et 

Bar 


On reconnaît les racines de E,. On obtient donc l'E. L. S. 


EB; /E: + SL(2.R). 


CHAPITRE IV. 


ESPACES LOCAUX SYMÉTRIQUES, IRREDUCTIBLES, C-SYMETRIQUES ET SEMI-KANLERIENS. 


43. Mérrique D'un E. L.S. g/h a g semt-simpce. — Soit G/H un espace symétrique 
à G semi-simple; d’après [24], p. 55, théorème 15.5 2 connexion affine cano- 
nique de G'H est celle d'une métrique définie sur la variété sous-jacente de GH 
et invariante par G; si Von identifie l'espace tangent à cette variété en l’origine 
au sous-espace vectoriel m de la décomposition canonique g= 1h +m, cette 
métrique est celle définie par la restriction à m de ta forme de Killing de G, 
c'est-à-dire u(X, Y)= Trace de (ad(X)ad(¥)), quels que soient X et Y dans m. 

Pour préciser cette métrique étudions d'abord les rapports entre la représen- 
tation (ad(h), m) et la représentation (ad(h,), m,) relative à l'E. L. 
compact g,/h, de FE. L. S. g/h. D'après le n° 12, on peut supposer que 


Qu Qu + Jii + 9-1 + 9 11 et = Qu Er EN En eV Rs, 
avec 
bu Jui + 9-155 So Ve Beer Mi a oo Wer m= 4, i+ V— 1.8 he 
Par définition des quatre sous-espaces gir. gaie Gears ia ON 


NET $1 |C91 Is [Qu 4 11|C9 1-1 


(3.5) ; 
: isa [9-1 9-1 1G Bie. 


Les matrices de la représentation (ad(h,,), m,) peuvent, pour la décomposition 
dem, en la somme gi + g 1. Se mettre sous la forme 


(43.2) a re 
shad 
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Les formules rappelées ci-dessus pour D, h.m,. m montrent qu'on passe de la 
représentation (ad(h,). m,) à la représentation (ad(h). m) en remplacant les 
matrices ci-dessus par les matrices 
(43.3) Re ). 

Cal: 

Pour la métrique Vrace (adi X)ad(\)) les sous-espaces gy, et §r—1 de m, 
sont orthogonaux. En effet. en découpant naturellement une matrice de la 
représentation adjointe deg, dans qg,. relativement à la décomposition de 4, : 
d= di + di + du +. on déduit des formules (43.1) ci-dessus que. 
SH XEg_ttY eg. la matrice de Trace (ad(N) ad )) a la forme 


0 ST OR 


o o 0 () 


et cette matrice est de trace nulle : done uC X.Y) 0. quels que soient 
XEg, 1. \Eg::. 

Puisque l'algèbre h, est compacte, la métrique y.,CX, Y) est définie positive : 
relativement à la décomposition de m, en deux sous-espaces orthogonaux gra 
et gi. on peut done l'écrire u, = + tt et la définition de het m, à partir 
de h, et m, respectivement. montre que la métrique de qh est y= ty — 1. 
On en déduit en particulier la signature de cette métrique : eest 
(dimg:_, — dimg_1 1). qu'on peut calculer connaissant g. D et gr. 


Remarque. — On a employé te terme « métrique de gh » sans préciser: il 
s'agira toujours de la métrique canonique, définie par la forme de killing deg. 
Cependant. on prendra garde que. contrairement au cas des E. LS. compacts. 
il peut exister, sur un E. L.S. 9 fa g semi-simple et à D non compact. d'autres 
métriques que la métrique canonique, Sans que pour cela gh soit réduetible : 
voir n° 17. 


4h. CLASSE D'UNE REPRÉSENTATION LINÉAIRE RÉELLE IRRÉDUCTIBLE. — Soit g une 
algébre de Lie réelle et (22 V) Lou (209). V)fune representation linéaire de g 
dans un espace vectoriel réel V. Une telle représentation (2. V) définit naturel- 
lement une représentation linéaire de g dans l'espace vectoriel Ve complexilié 
de V; on notera (se. Vo) cette représentation, Dans le eas de la représentation 
(ad(h). m). définie par la décomposition canonique de VE. L. S. gh. on 
écrira (ad (fh). m) la représentation de ad (ty) dans Te complexifie m, dem. | 

Supposons maintenant que la représentation (3 V) suit irréducuble, La repre 
sentation (2,.. Ve) mest pas nécessairement irréductible mais. d'après [10], 
p- 194-101. deux cas seulement peuvent se produire : 


a. La représentation (ze. V,.) est irréductible: on peut alors trouver des 
eo? (Bu = res d È % 
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coordonnées dans V (et dans V.) telles que la représentation (3, Ve ), pour ces 
coordonnées, soit définie par des matrices toutes réelles. Les représen- 
tations (2, V) et (2, Vi.) seront dites de 1" classe ; 

b. La représentation (2, V.) est réductible. Dans ce cas, il existe un sous- 
espace vectoriel W, de V,, tel que dum W,= : dimV,, pour lequel la représen- 


tation induite (2, W,) est irréductible. La représentation réelle (2, V) se 
déduit de la représentation (5, We) ainsi : l'espace vectoriel complexe W, 
définit naturellement un espace vectoriel réel de dimension double, qui peut 
être identifié à l'espace initial V, de façon que, si les matrices de la représen- 
tation (2, W,.) sont de la forme R= P + Ÿ—1:0; où les matrices P et Q sont 
réelles, alors les matrices de la représentation (2, V) sont 


F CA 
A > 
(44.1) ( Q p): 


Dans ce cas, les représentations (2, W.) et (z, V) seront dites de 2° classe. 

Réciproquement, étant donnée une représentation (2., We), dune algèbre 
de Lie dans l'espace vectoriel complexe W,, si cette représentation est irréduc- 
tible, elle définit dans l'espace vectoriel réel V, de dimension double de W,, 
défini naturellement par We, une représentation irréductible si (24, Wy) est 
de 2° classe; si (se We) est de 1° classe, la représentation (2, V) est réductible 
et il existe un sous-espace W de V, de dimension moitié, pour lequel la repré- 
sentation induite (2, W) est irréductible. 

La classe d'une représentation irréductible (¢., W.) est déterminée dans le 
Mémoire [10] d'É. Cartan ainsi que dans [31], p. 11, théorème VIT; nous 
préciserons cette classe, pour le cas qui nous intéresse, dans le n° 47. 


Proposition 44.4. — Pour que VE. L. S. gjh soit C-symétrique, il faut et il suffit 
que la représentation (ad(h), m) soit de 2° classe. 


En effet, une représentation de 2° classe étant définie par des matrices du 
type (44.1), commute avec l'automorphisme J, de carré — 1, de m défini par la 


matrice 
( oO I 
1456 h 


\ 


are . Fr , I y- 
on Tdésigne la matrice unité d'ordre 5 dim, 


Une représentation (2(g), Ve) de l'algébre de Lie réelle g, dans l'espace 
vectoriel complexe V,, définit naturellement une représentation, dans le même 
espace vectoriel We, de algèbre de Lie g, complexifiée de g. On notera 
(24). Ve) cette représentation. Les représentations (eh Ve) et C2 es Ve) 
sont simultanément réductibles ou trréductibles. 


Si (zu. Ve) est réduetible, @ fortiori ((g)., Ve). Si c’est la représen- 
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tation (2(g)c. Ve) qui est réductible, soit W, un sous-espace vectoriel de V,, 
invariant par cette représentation, c'est-à-dire tel que, quel que soit NEg, la 
matrice ¢(X) de la représentation (2(g),, Vo) vérifie :(X).(W) = W. La repré- 
sentation (2(9). Ve) est engendrée par les matrices <(X) et les matrices 


y—1.¢(X). Et l'on a bien 


\/—1.9(N).(W) = pb (NX) (TN) = 9(X).(W) = W. 


19. ESPACES LOCAUX SYMÉTRIQUES IRREDUCTIBLES. — Si un E. L. S. g/h est irréduc- 
tible, Le n° 5 montre qu'on peut supposer que g est semi-simple. Le n°8 montre 
qu'il y a seulement à étudier les cas IT et TH (définis au n° 5): et le eas à du n°9 
montre qu'on peut supposer g simple, les autres E. L. S. irréductibles étant 
déterminés dans ce n° 9, et correspondent au cas d'échange et à fa représen- 
tation adjointe d'une algèbre de Lie réelle simple. 

Sigest simple, mais pseudo-complexe, le n° 17 résout, dans ce cas, le problème 
de savoir quels sont les E. L. S. correspondants qui sont irréductibles. IH reste 
done à déterminer les E. L. S. gh, qui sont irréductibles, lorsque Falgèbre 
de Lie réelle g et sa forme compacte g, sont simples. ce que nous supposerons 
dans tout ce n° 45. 

Pour étudier la représentation (ad(fj). m). nous allons la comparer à la repré- 
sentation (ad(h,.), m,) de FE. L. S. compact g,/, de gh: introduisons les 
représentations intermédiaires : (ad(h),, m,). (ad (hues (mae) (ad(h),. m, ). 
(ad CPA (im, )e). Les formules rappelées au début du n° 43 montrent qu'on a les 
identités (m,).=m. et (ad($).. m,) = (ad (f,,).- (m,).). Mais les représenta- 
tions (ad(bh,,). m,) sont irréductibles. puisque g,h, est un BE. L. S. compact 
à gq, simple; elles sont précisées, en tant que représentations linéaires réelles 
irréductibles. dans le Mémoire d'É. Cartan [11], p. 126-132, avee les notations 
de [10], utilisées dans [3]; on précisera ees notations dans le n° 47. La nature 
de la représentation (ad(h), mt) est donnée par : 


Proposition 45.1. — Soit g/h un E. L. S. dont l'E. L. S. compact est gd, Yu et 
tel que g et g, soient simples. L’E. L. S. yh est irréductible, à l "exception du cas 
où la représentation (ad(b,), m,) est de 2° classe et la représentation (ak(h),. m, ) 
de 1° classe. 


a : 5 mS TA À re ANS NES TE 
Premier cas : (ad(b,). m,) est de a classe. Alors (n° 44). la représen 


tation (ad (hes Cm, Je) est irréduetible parce que (adh). m,,) est irréduetible. 
On en déduit (n° 44) que ta représentation Cal (i)... im). puis la pret 
tation (ad (fh)... nc) sont irréductibles: c'est done que ( att. nv) estirréeductible. 

Deuxième cas : (ak(h,,). m,) est de 2" classe. Alors la ae pres nf 
(ad(b,)e. (at, e) est réductible, mais définit (n° 44) une représentation ire- 
ductible (ad (haves Me), où Me est UN sous-espace vectoriel de Cin, = mr, et de 
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dimension moitié. Comme ci-dessus. on en déduit successivement que les 
représentations (ad(h), ue). puis (ad(f),. a.) sont irréductibles. La représen- 
: , 2 / : : Y € TT A 
sentation (ad(h). m) se déduit de (ad(h).. me) comme indiqué au n° 43, 
formule (43.3). Si (ad(f)., me) est de 1 classe, c'est que, moyennant un 
changement de coordonnées convenables, les matrices R= P+ ¥—1 .Q de la 
© 
représentation (ad(h}. me). peuvent être choisies réelles; la formule (44.1) 
montre que la représentation (ad (fy), m) est définie par des matrices de la forme 
( Peu 
LEE AE 
cette représentation est donc réductible. Si, au contraire, (ad(H}, me) est 
de 2° classe, (ad(h), m) est irréduetible par définition. 


Remarque. — Lorsque (ad(h,), m,) est de 1" classe, on est done assuré, 
a priort, que la représentation (ad(h)c. m,) est ausst de 1 classe : on peut Le 
verifier sur da nature de la représentation (ad(h), a), telle qu'elle est 
donnée dans le tableau IE, pour chaque E. L. S. On pourrait aussi se servir de 
ce résultat pour éliminer certains E. L. 5. compacts MAXIMAUX gy/§i,. QUI ne 
sont pas prolongeables en un E. L. S. g/h : rou, par exemple. dans le n° 32, le 
cas gr = SU(4) + SU(2). 


46. NATCRE DE LA REPRESENTATION (ad(h),. m,). — (Les résultats de ce numéro 
sont dus à É. Cartan [10]; on les trouvera aussi dans [3].) Il reste done à 
déterminer la classe de (ad(h),., me). lorsque (ad(h..). m,) est de 2° classe. Nous 
allons déterminer plus précisément la nature de la représentation (ad(h), m); 
si l'on veut seulement la classe de (ad(h),. me), la proposition 49.2 permet de 
l'obtenir sans calcul. 

On a vu au n° 45 que la représentation (ad (Be, nm.) est connue : elle se déduit 
de (ad(h,), m,). La représentation (ad(h, me) se déduit de (ad (hsm): par 
passage de Valgébre complexe g asa forme réelle g. Tl faut distinguer plusieurs 
cas, selon la nature de algèbre (isotropic h,,. Cette algèbre (n° 19) est somme 
directe d'une algèbre semi-simple fy" et de son centre 3: lorsque g, est simple, 
le tableau montre que le centre 3 n'existe pas, ou est l'algèbre abélienne à une 
dimension; et que Palgébre semi-simple 4} est somme direete d'au plus deux 
algébres simples (qui ne sont jamais pseudo-complexes, puisque compactes). 


a. Lorsque le centre 3 existe, pour la représentation (ad(f)., me) il constitue 
le groupe G" des nombres complexes non nuls, et sa représentation est 
{toujours z— eXp(z3). où Z est un nombre complexe arbitraire, quel que 
soit sem. Et dans la forme réelle h def, on ne pourra retrouver G* que sous 
lun des deux aspects : soit défini par 3 exp(zz), soit 3 > exp(/—1.23), 
quel que soit sem, et le nombre réel 2. Conformément à la convention du n°22, 


x 


és L 


re 
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nous noterons cette forme réelle de G* : par R dans le premier cas, par T dans 
le second. 

b. Si hi, est simple, la représentation de sa forme réelle h® se déduit de la 
représentation de h° comme indiqué dans le Mémoire [10] d'É. Cartan. Si la 
représentation (ad(h),. m,) est réductible, on travaillera naturellement avec la 
représentation irréductible (ad(h),. n.) qu'elle définit. Dans ce cas b, la repré- 
sentation (ad(h°),.. ue) est. si l'on veut, la forme réelle de la représentation 
(ad (fo)... ne), correspondant à la forme réelle h° de h’. 

c. Soit maintenant h’ = p,+ 4, où les deux algèbres p, et q, sont simples. 
Dans ce cas, la nature de la représentation (ad(ÿ"), ; n.) (on remplacera toujours, 
sous-entendu, m, par n,. lorsqu'il v aura réductibilité) est la suivante : i existe 
deux espaces vectoriels complexes, P, et Q,. et deux représentations (9(p). Pe) 
et ((ñ). Q.) de p et 4. dans P, et Q,. respectivement. telles que la représen- 
tation (ad (5 + ÿ).. un.) soit la représentation produit : (2(5). P,.) < (Ca). Qe): 
l'espace n, est isomorphe au produit tensoriel P, @ Q, (définition de la repré- 
sentation produit : [3], p. 284). D'après [10], p. 151-153, deux eas seulement 
sont possibles pour la représentation (ad(h’).. m.) : 


1° la forme réelle h? de h’ est la somme directe p+ g d'une forme réelle p 
de p et d'une forme réelle q de 9. Dans ce cas. on est ramené au produit de 
représentations du type b: ona 


(ad(h’)e, me) = (ad(p + ae. nm) = (g(p). Pe) x (La). Qe); 


2° Ici, les algébres ÿ et 4 sont isomorphes. et la forme réelle h° est l'algèbre 
pseudo-complexe fÿ: la représentation (ad(h®).. nc) est alors le produit 
(9(P), Pe) < (U(a(B), Q,.), où % désigne un antiautomorphisme de ÿ sur 4. 
qu'il faudra préciser dans chaque eas. 


A7. NATURE DE LA REPRESENTATION (ad (fj). m). — Connaissant la représen- 
tation (ad(h).. me), il reste seulement. pour déterminer Ta représentation 
(ad(h), m), à savoir quelle est la classe de la représentation (ad (Hp. me). Cette 
classe est déterminée pour toutes les représentations linéaires irréduetibles 
(dalgebres de Lie réelles). dans [10]. Ce qui a été dit ci-dessus dans le n° 16 
suffit, en général, joint aux résultats de [ LE]. pour déterminer cette classe. Ilv 
a cependant quelques points a préciser. 

Notations — Dans ce numéro et dans le tableau IL les notations seront celles 
de [3]; rappelons-les rapidement : 


La représentation produit de deux représentations EU CEA (U(q). W). 
qui est une représentation de Ja somme directe p+ a dans Le produit tensoriel 
VQW (définition : [3], p. 284) sera notée par le signe x: (2(p). Yay. W): 
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ceci, que les algébres de Lie p et q (resp. les espaces vectoriels V et W) sotent 
réclles ou complexes. 

Les représentations complexes irréductibles fondamentales d’une algèbre de Lie 
simple complexe p, notées g; (t=1,...,r) dans [8], seront notées ict en 
précisant l'algèbre de Lie correspondante entre parenthèses : PAIN ER NE 

Le produit faible (définition : [3], p. 284) des représentations gr(P) F=1, ….,n) 
du type précédent, sera noté 770) Les représentations g,(p) peuvent 
être identiques pour des indices différents; on écrira, par exemple 
x 8) = 8(5) X 8). 

Dans le cas b du n° 46, on notera gi(p) la représentation «forme réelle » de la 
représentation 9;(p), lorsque p est une forme réelle de ÿ, sans qu'on précise si 
cette représentation a lieu dans un espace vectoriel complexe ou réel; car sa 
classe est déterminée dans [10], p. 168-174 et il n’y a pas de confusion possible 
pour le passage de l’espace vectoriel complexe à l'espace vectoriel réel (voir 
cependant le n° 48). Et l'on gardera la notation < pour le produit faible. 

Dans le cas c(2°) du n° 46, lorsque l'antiautomorphisme % définit un automor- 
phisme x de ÿ, si la représentation (3(ÿ), Pc) est une représentation fondamen- 
tale, soit g:(5), telle que la représentation (2(x(ÿ)), Qc) soit la représentation 
fondamentale g;(p}, on écrira, au lieu de (2($), P..) < (2(@(P)), Qc), la nota- 


tion g:(B) < gi). 


Cas particulier. — Si une représentation fondamentale, telle que 9;(p), g:(), 
gi(p), est celle de l'un des groupes linéaires définis au n° 20, on remplacera, 
dans les notations ci-dessus, cette représentation fondamentale par la notation 
du n° 20. C'est ainsi qu'on a les identités 


#(SL(n, C)) = SL(n, C). g(SU(7)) =SU(x), 
2. (Sp(n, C)) = Spun, C). g(Sp(n, R)) = Sp(u, R), Sct 
2x, (SO(n, C)) =SO(n, C) (pour py — 2 si n est impair, p= 3 si z est pair), Bees 


Précisions. — Ce quia été dit au n° 46 montre que les seuls cas, où la repré- 
sentation (ad(h ), m,) de LE. L.S. gb, n’est pas automatiquement déterminée 
par la représentation (ad (f)., me) provenant de celle (ad(h.), m,) de son E.L.S. 
compact g,,h,, sont ceux du cas c (2°) du n°46, c'est-à-dire lorsque l'algèbre 
d'isotropie f est une algèbre pseudo-complexe (ou sa somme directe avec une 
algébre abélienne à une dimension). Hl faut, en effet, dans ce cas, que nous 
précisions lantiautomorphisme z. 

E.L.S. SL(2n, R) SL(n, C)+-T. — La représentation complexifiée (ad(h}, me) 
est le produit g,(SL(n, C)) ~ g,(SL(n, C)) >< T. Sur la forme réelle compacte 
SU(n)+ SU(n) de l'algèbre d'isotropie h°, l'automorphisme involutif induit 
par =, eb qui détermine la forme réelle h’ = SL(n, C), est un automorphisme 
qui échange les deux SU(2), et défini par 7(X, Y)=(Y, x(X)), où x est un 
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automorphisme extérieur de SU(n). On peut prendre, parmi ces automorphismes 
extérieurs, un représentant arbitraire (voir n° 9); prenons l'automorphisme 
contragrédient, défini. lorsqu'on représente SU(n) par des matrices carrées 


complexes d'ordre x, par z( A) — — À. Cet automorphisme de SU(n) + SU(2) 
se prolonge en un antiautomorphisme de SL(n.C)+ SL(n. C) défini par la 


même formule z(A) =— A. Et la représentation g,(4(SL(n. C))) est identique 
à la représentation g,_,(SL(n. €)). Avec les notations ci-dessus, on trouve done 
pour représentation (ad(h),. m,) : 


vi (SL(n. Cr) x g, 1(SL(n. C)). 


D'après | 10], p. 165, cette représentation est de 2° classe, parce que les repré- 
sentations 9, et g,_, de SL(n. C) ne sont pas semblables. Remarquons enfin que, 
d'après la proposition 49.1, l'E. L.S. étudié est semi-kählérien, done que la 
représentation (ad(h),. m,) doit laisser invariante ane forme d'Hermite (ee qui 
serait impossible si cette représentation était de 1 classe. d'après [3]. p- 292 
et 297). On vérifie ici que cette forme d’Hermite est 


>¥ (4 ® 5) (=; @ 3); 
ij 
où Von a désigné par :3,. ..., 3, } une base de C”, les 3: @ 3; Ie ion bara) 


constituant alors une base de C"= C"@ C". Résultats identiques pour PE. L.S. 
SU*(2n)'SL(n, C)-+ T. 

E. L.S. SU"(2n), SL(n, €) +R. — Avec les notations de l'exemple précédent. 
on peut prendre ict pour automorphisme de SU(n) + SU(») Fautomorphisme 
=(X, Y)=(N. X). Et l’on trouve simplement la représentation 


g(SLin. C)) x g,(SL(n. C)). 


Cette représentation est bien de 1 classe (H10]. p. 165). ce qui est en accord 
avec la proposition 49.2. | 

E. L. S. SO"(2n) SO(n. C) [resp. Sp(2n. R)/Sp(n. E)]. — Les représenta- 
tions cherchées sont ici nécessairement : 


SO(n, C) x SO(n. C) et Spin, C) x Sp(v, C) 


parce que la représentation complexifi¢e est SO(n. C) < SO(n. C) [ resp. 
Sp(n, C) < Sp(n, C)] et que toutes les représentations 4( SO(n. G)) sont 
semblables, quel que soit l'automorphisme x de SO(7, C), par exemple pour 
des raisons de dimension : ees représentations sont de dimension m. et ee sont 
les seules (regarder la liste de [8], p- 33-30 et 35-40). S'il s'agit de Spin, Ge 
puisque tous les automorphismes de Sp(7) sont intérieurs, ce qui été dit au 
n° 9 suffit. te Se. 
E. L.S. Sp(u. C)SL(», C) + G* (et tous les E. L.K. réduetibles, semi-kahle- 
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riens, des algébres pse ‘udo-complexes simples). — Dans ce cas, SL(n. C) + Ca 
est ce qui a été appelé dans [3], p. 286 un «groupe de 1" catégorie ». Le fait 
que cet E.L.S. soit se mi-kählérien, c'est-à-dire que la représentation de 
SL(n, C)+ G* laisse invariante une forme d'Hermite, ne contredit pas [3], 
p. 290-291, parce qu'ici cette représentation est réductible. Une telle forme 


d'Hermite sera du tv pe D (35 + 3;3;), où l'on a désigné par ;31. -.., 3p} 
‘4 
(resp {a1:1.06.2 s, |) une base de l'espace vectoriel sur lequel cette représenta- 


tion est irréductible. 


48. LE CAS DES REPRÉSENTATIONS RÉELLES Spin”(4n). — La proposition 45.1 et 
les résultats du chapitre III impliquent une conséquence importante pour Îles 
formes réelles des représentations complexes irréductibles des groupes de Lie. 
D'après E. Cartan [10], la recherche de la classe d'une telle représentation se 
ramène au cas des formes réelles des représentations fondamentales. Reprenant 
les notations du n° 47, considérons la représentation fondamentale g,(5) de 
l'algèbre de Lie complexe simple p et la forme réelle g,(p) de cette représenta- 
tion (dans le même espace vectoriel complexe) associée à l'algèbre de Lie p, 
forme réelle de ÿ. Le Mémoire [10] laisse supposer que la classe (définie au 
n° 44) de cette représentation est bien déterminée, pour une représentation 
fondamentale complexe g, et une forme réelle p de p; en fait, il n’en est rien. 
En effet, nous avons trouvé dans les n° 38 et 39 les deux E.L.S. 


E! SO‘(12)+ SU(2) et E?/SO*(12) + SL(2. R). 


La représentation complexifiée associée est ici (ooër [11], p. 131 ou le tableau If) 
gi(SO(12,C)). Avec les conventions du n°47, notons g,(SO*(12)) cette 
représentation [dans [3], p. 304, cette représentation était notée Spin* (12)|. 
D'après la proposition 45.1, les deux représentations (ad(h), (m) correspondant 
aux E.L.S. ci-dessus doivent être de 1" classe; ce sont g, (SO“(12)) <g, (SU(2)) 
et His (12)) < g1(SL(2, R)). Or g(SU(2)) [resp. g:(SL(2, R))] est de 

2° classe (resp. 1” classe); les règles pour le calcul de la classe d’une repré- 
senate produit ([3]), Teen 5, p. 298) entrainent que g,(SO*(12)) doit 
être de 2° classe pour le premier E. L.S. et de 1" classe pour le second. 

On voit done que la classe de g,(SO*(12)) n’est pas univoquement définie. 
Dans [10], p. 175, ibest dit que cette représentation est toujours de 1 classe ; 
dans [3], p. 306, il est dit que g,(SO*(12)) est de 2° classe et g,(SO*(12)) de 
1 classe; ces résultats sont donc incomplets. Précisons-les pour les représen- 
tations g, ou gy(SO*(41)). 

Dans 131 p. 285 (les notations employées sont celles de [3], p. 285 et [8], 
p. 38), la forme réelle SO*(4n) est définie, à partir de sa complexifiée 
SO(4n, C), par les transformations ' 


bhi; Ne jt) (Xie Xv 7) 5 Vet hues Xin) 5 Vi Xi = Xpy). 


pa, 
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La représentation linéaire g,(SO( 47, C)) est définie dans [8], p. 38; elle porte 


. > re A 2tt—i yome Were x Lei x 

our les at variahtesce = (ec, 4.0), oùles ins. n)iwvalent +-1,.le 
produit de tous valant ¢, ... ¢5,—=—1 (dans la formule donnée dans [8], p.35, 
il faut ajouter, après £,4 ... ¢j41, le terme manquant ¢;). La théorie des poids 


montre qu'une antiinvolution invariante par g,(SO*(4n)) est nécessairement 
de la forme Z,=— À(2)3:, où les À(e) sont des coefficients convenables à déter- 

j pe oo! Ne] à = 2 1 à! ‘ 
miner et où €’ désigne (— 2 —...—2,,). Pour les matrices S2 de la représen- 
tation g,(SO*(2n)), on doit done avoir A(E)S! = A(q) SE. En employant les 
notations introduites dans [3]. p. 303, on trouve les conditions 


(48.4) \ fer J) = (1) EC —j)). 

Pre) =H ft ACC NT. 
Partant de À(—1111...11)—=1, on trouve AÇI— 111... 11) =—i, 
dead Der ii es jusqu'à AG ob Ant Eli i) eee 
l'antiinvolution est donc d'indice —1, la représentation 2,(S0*(4n)) de 
» elasse. Pour la représentation g,(SO*(47)), dont les variables sont les 
e— 2... mais cette fois de produit & ... 8,1, el les mêmes formules. 
on obtient done : partant de A(1111...11)=1, A(—r— 111... I) 1. 
ne pe a er) fusqa'a a 1 LÉ TEST es ee Pi 


Vantiinvolution est de 1° classe d'indice 1 et la représentation g»(SO*(4n)) de 
1° classe. 

Pour compléter ces résultats et obtenir deux classes différentes pour la 
représentation g,(SO*(12)), définissons la forme réelle SO*(4n). à partir de 
SO(4n, C), par les transformations 


aix) Ci ae; Xr)s y— (Nay t+ ae; Xe pr); 4 (Xi — ie; Nv) 


Désignons alors par SO*(4n) [| resp. SO*(4n) June telle forme réelle, corres- 
pondant a des indices &=— 2; (C= 1. +--+: 2n) pour lesquels un nombre pair 
(resp. impair) de ¢; valent 1. Le cas considéré initialement était celui où tous 
les 2, valaient 1. Les caleuls faits ci-dessus pour la recherche de Vantiinvolution 
invariante par la représentation correspondante restent valables, le seul chan- 
vement consistant dans les formules (48.1) à ajouter le produit &£;. On trouve 


donc que : 


La représentation g1( SO*(4n)*) et la représentation g.(SO*(4n)-) sont de 
2° classe ; la représentation 81 (SO*(4n)-) et la représentation g:( SO*(4n)*) sont 


de 1° classe. 


On peut vérifier sur les automorphismes involutifs commutant exhibes dans 
les n° 38 et 39 pour définir les deux E. L. S. considérés ci-dessus et fournissant 
les représentations (non précisées) de g,(80*(12)), que, dans chacun des cas. 
la forme réelle SO*(12) est bien celle correspondante : à SO*(1 2Y pour l'E.L.S. 
11 
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de E! et à SO*(12) pour VE. L.S. de BE’. Mème remarque pour les représenta- 
tions g,(S0*(16)-) des deux E. L. S. E! SO*(16) et E;/SO*(16). 

La classe d'une forme réelle d'une représentation complexe fondamentale 
west done pas déterminée univoquement; mais nous allons relier ceci au théo- 
rème 23.2 : non a vu. en effet, dans la démonstration de ce théorème dont on 
gardera le otations, que la forme réclle SO*(4n) définie ci-dessus peut ètre 
considérées comme obtenue à partir du G-automorphisme de SO(4n, C) dont 


les G-nombres sont 3 Grec. en). La forme réelle SO"(4n)* s'obtient avec les 


‘ I I, . 
G-nombres =(1.....1) el SO"(4ny avec -(—1. 1. .... +) et les deux formes 


réelles SO*(4n)* et SO*(4n)* ne sont done pas isomorphes dans SO(4n, C) 
par un automorphisme intérieur de SO(4n, €). Ceci permet d'expliquer que 
les représentations correspondantes &1(SO*(4n)*) et g,(SO*(4n)-) n’ont pas 
la même classe. En effet, on à le résultat général suivant, qui concerne les 
formes réelles d’une représentation complexe (¢(p). V) d'une algèbre de Lie 
complexe p : 


Proposition 48.1. — Soit (o(p), V) une représentation linéaire complexe d’une 
algèbre de Lie complexe ÿ, et(e(p), V) [resp. (e(p'}, V) | la représentation, dans 
le méme espace vectoriel complexe, restreinte a la forme réelle p (resp. p') de 5. 
St les formes réelles p et p' de ÿ sont définies par des antünvolutions c et c' de >, 
telles qu'il existe un automorphisme intérieur à de p pour lequel s'— 25371, alors 
les représentations (¢(p), V) et (o(p’). V) ont méme classe. . 


La démonstration se fait en montrant que, dans les conditions de énoncé, si 
(¢(p), V) est de 1 classe, alors (o(p’), V) est aussi de 1” classe. A toute repré- 
sentation (¢(p), V) d'une algèbre de Lie complexe [ resp. représentation réelle 
dune algèbre de Lie réelle (2(p), Vy)], on associe une algèbre de Lie complexe 
g (resp. réelle g), définie par Fespace vectoriel réel complexe ÿ = ÿ + ü (resp. 
réel g = p +0) où & (resp. v) est un espace vectoriel complexe (resp. réel) de 
même dimension que V (resp. V,,) et les crochets suivants : 


EX Y)eeons) X' Yes.  [X:Yl=0fx Ye sitXer-<, Yes 


et le crochet de l'algèbre de Lie ÿ si X et Y appartiennent à ÿ (voir | 3], p. 281- 
282; cette notion est celle de somme semi-directe associée à une représentation : 
| 25 |. exposé 22, p. 3). Rappelons enfin qu'une antiinvolution d’une algèbre de 
hic complexe ÿ est une application de g dans g telle que 


TX + Y)=z TX) + 6 (Y). SUN Yh=ls(X). oY) | et (4X) ==2(N) 
(où x désigne le nombre complexe conjugué de x). 


ar définition ([10 | p. 158-159) la représentation (op), V) est de 1 classe 
Si cette représentation laisse invariante une antiinvolution 7 de V: on doit 


we 
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SUN) EN) = 70 UN): Vi): quels que soient \ dans p et Y dans V. 


C'est-à-dire, pour l'algèbre de Lie y= p + 0 associée à cette représentation 
[X. 7 Y]=7[X. Y]. quels que soient Yév et X dans la forme réelle p consi- 
dérée de p: la forme réelle p de p étant définie par l'antiinvolution 7 de p, 
l'ensemble de set de 7 permet de définir une antiinvolution E de toute l'algèbre 
y, en posant 


2(X)=e(X) si \eÿ et ABOU ENS Yet. 


L'automorphisme intérieur z de p se prolonge en un automorphisme, noté 
encore 2, de toute l'algèbre g: et l'application de g dans ÿ définie par le produit 

ab Rh is en 2 ee ated À 
259 est encore une antiinvolution £/de g. Cette antiinvolution induit sur- une 
antiinvolution 7’, et l'on a, pour X dans ÿ et Y dans 0 : 


LIX YI= ITR YJ=[2% 7'¥] 


et comme la forme réelle p’ de ÿ est l'ensemble des points fixes de l’antiinvo- 
lution 5 = 9937! de ÿ.onay'[X. Y]=[X, 7'Y] quels que soient X dans p' et 
Y dans ÿ : ou encore, l'antiinvolution 7’ de V est invariante par la représentation 
(o(p'), V), c'est-à-dire que cette représentation est de 1"° classe. 

Appliquons le théorème 23.2 et la proposition 48.1 à une forme réelle g:(p) 
d'une représentation fondamentale g,(5) de l'algèbre simple complexe ÿ : on 
obtient la conclusion que La classe de g,(y) est bien définie par la forme réelle p 
de ÿ, pour toutes les formes réelles de toutes les algèbres complexes simples et toutes 
leurs représentations fondamentales, à l'exception des représentations fondamen- 
tales g,(SO(4n. C)) et les formes réelles de SO(4n; C) qui sont isomorphes a 
SO‘(4n). Nous avons complètement étudié, dans ce qui précède, le cas des deux 
représentations fondamentales g, et 82: ajoutons seulement que l'on pouvait 
prévoir a priori que gi(SO*({n)) et g:(SO'( 40) ") avaient la même classe. 
car SO*(47)* est isomorphe de SO*( {n)- pour un automorphisme extérieur de 
SO(4n, C) et on lit facilement sur les poids dominants des représentations gy et 
g» qu'un tel automorphisme extérieur échange les poids dominants de gi et 8. 
donc que les représentations irréductibles correspondantes sont isomorphes par 
cet isomorphisme. 

Il ne reste plus qu'à déterminer la classe des représentations g,(SO*(4 n)). 
pour #=—3,....%n. La représentation gr. pour £ > 3. et le produit extérieur 


p-2 . x ae MS ee : : n lagon : . 1 rare BAS AN 
Ag: (définition dans [3]. p. 206-297) et la classe d'un produit extérieur st 
déduit canoniquement de la représentation initiale. Quant à la représentation 
g,(SO*(4n)). elle laisse toujours invariante une antiinvolution de 2° espèce, 
&3 }s 

{ 


quels que soient les G-nombres 5 (1. +--+ zon) qui servent à la définir : cette 


antiinvolution est toujours (Xi) =X; et (Xi) = Xi la représentation 
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correspondante étant celle du groupe linéaire laissant invariante simultanément : 
2h 
> : SE! 
la forme quadratique : D3 5 


p=" 


vn 
et la forme d’Hermite : Seekers, TT ET DE 
po 

Dans le cas des structures réelles SO‘(8), SO?(8), SO*(8). SO*(8), SO*(8), 
les résultats ci-dessus restent valables (aucune restriction n'a été faite sur 7); 
les différents types possibles pour ces formes réelles ne donnent done lieu à 
aucune particularité nouvelle pour les classes des représentations fondamen- 
tales. 


49, ESPACES LOCAUX SYMETRIQUES, C-SYMETRIQUES ET SEMI-KAHLERIENS. — La propo- 
sition 44.1 ramène la recherche des E. L. S. C-symétriques à l'étude de la 
classe de la représentation (ad(h). m). Les n® 8 et 9 résolvent le problème pour 
les cas I et IL, et le n° 17 pour les algèbres simples pseudo-complexes. Le cas 
des E. L.S. g/h, avec g et g,.simples, est un cas particulier de la nature de la 
représentation (ad(h), m), qui est déterminée dans le tableau I; les E. L. S. de 
ce type, qui sont C-symétriques, seront indiqués dans le tableau II. 

La détermination dés E. L.S. semi-kahlériens est résolue par la : 


Proposition 49.1. — Pour que l'E. L.S. gjb, à g, semi-simple, soit semi-kählé- 
rien, ul faut que l’algèbre d’isotopie h, écrite avec la convention du n° 22, contienne 
T. Cette condition est suffisante si g est simple. 


Nécessité. — La démonstration est calquée sur celle du théorème 3 de [5]. 
L'opérateur J définissant la structure complexe de g/h commute avec l'algèbre 
Visotropie h, par définition d'un espace C-symétrique; cet opérateur J vérifie 
les relations nécessaires pour appartenir à la plus grande algèbre locale d’iso- 
tropie (voir [5 |) : ceci parce que les propriétés du tenseur de courbure des 
variétés kählériennes sont encore valables dans le cas semi-kahlérien. D'autre 
part, le théorème 16.2 de [24], p. 58 assure que g est le plus grand « groupe » 
d'isométries locales de g/h; done J appartient ah. Enfin, J définit, dans le groupe 
linéaire engendré par la représentation (ad(h), m), un sous-groupe à un para- 
mètre exp(zJ) (où ¢ parcourt les réels), et ce sous-groupe est compact, puisque 
exp(27J)=1, comme on le voit par exemple en écrivant J sous la forme 


0 13 
Fire) 
(où I est la matrice unité d'ordre ; dimm ). 


Le groupe linéaire H, ainsi défini contient donc un tore a une dimension dans 
les sous-groupes compacts maximaux, donc, a fortiori d’après la convention du 
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n° 22, l'algèbre de Lie h de Hy contient T dans sa sous-algèbre compacte maxi- 
male gui. 

Suffisance. — L'E.L.S. g/h. ag simple, est tel que h contient T; la forme 
compacte h,, de h contient done nécessairement T. Dans le cas où g est pseudo- 
complexe, l'E. L.S. ne peut pas être du type à 4. puisque l'algèbre simple g; 
n’a pas de centre: il est donc du type g/k;, donc, k; contenant T, c'est que k; 
contient T; l'E.L.S. compact correspondant est (gg) (kPh:)=(g kB k;); 
comme k, contient T, l'E. L.S. g,/k;, qui est compact, est kählérien parce que 
g. est simple et la somme directe (g,/h)@(g./k;) est encore un E.L.S. kdhlérien. 
Dans le cas où g, est simple, l'E. L.S. compact g./b, est kählérien parce que b, 
contient T ct que 4, est simple. 

Dans les deux cas, appelons gb, PE. L.S. compact gi et dont vient de voir 
qu'il est kahlérien; il existe done dans h, un élément J, pour lequel Vautomor- 
phisme, d'espace vectoriel, de mm, défini par X >[J, X] est de carré — 1 et 
compatible avec la métrique canonique de g,/h. (compatible exprimant que cette 
métrique définit, pour la structure complexe définie par J, une forme d'Hermite). 
Introduisons la décomposition m,= §i—-1 + §-1-1- Ces deux espaces vectoriels 
sont orthogonaux pour la métrique; d’autre part, puisque Valgébre d'isotropie 
h s'écrit avec T. c'est que JE gu: des relations du crochet (43.1) on déduit 
done que 

[J, gi-1 ]C Si et [J. 9-1 1|C 9-11 

donc l'opérateur J conserve les sous-espaces gi1 et 911 C'est done que la 
forme d’Hermite, définie positive, définissant la structure d’E.L.S. semi-kahlé- 
rien de g,/h, peut s'écrire 7u=Z1 +742 Où 71 (resp. 42) estune forme d'Hermite, 
définie positive, sur le sous-espace vectoriel 41 (resp. #4). Cette forme 
d'Hermite 7, étant invariante, définie sur gi-1 + 91e étant invariante par la 
représentation (ad (gui fi1)), on en déduit que la représentation 
(ad (gui + Jrs8las)) laisse invariante la forme d'Hermite 7 = 71— 7/2. 
définie sur gi: + J—1 A} cette forme d'Hermite est de signature 
~ (dim gi — dimg:=) et définie sur g/h la structure semi-kählérienne 
cherchée. 

En précisant la proposition 49.1, on obtient un critère pour reconnaitre, 
étant donné l'E. L.S. g/h — tel que 9 soit simple et non pseudo-complexe — 
lorsque la représentation (ad(h,), mu) est de 2° classe, si la représentation 
(ad(h), m) est de 1° classe ou de 2° classe : 


Proposirion 49.2. — Soit g/h un E. L. S. tel que : Valgébre-g et sa forme 
compacte ÿu sont simples, et l’E.L.S. gu/Du est kählérien [c'est-à-dire (ad (bu), Mw) 
est de 2° classe]. Alors, si l’algèbre d’isotropie , écrite avec la convention du 
n° 20, contient : 

— T, la représentation (ad(h), m) est de 2° classe ; 

— R, la représentation (ad(h), m) est de 1° classe. 
1¢¢ à 
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Le cas où h contient T vient d’être traité dans la démonstration de la propo- 
sition 49.1. Avec les mêmes notations, si maintenant ÿ contient R, c’est que 
l'élément J appartient à g_,,. Les relations (43.1) montrent, cette fois-ci, que 


[ J, Gi | Seaton et [ J, 91-1 |E gi. : 


c’est-à-dire que l’automorphisme (de carré —1) de l'espace vectoriel 
Mu 1-1 + 1, échange g,-, et g_1,. Les sous-espaces g,, et.g 1, sont 
done ceux qui interviennent dans la décomposition des matrices de la représen- 
tation (ad(b,), m,) donnée dans la formule (44.1), et en même temps dans 
la formule (43.2). Ces matrices sont de la forme 


Wi had B 
(“5 a} 
La représentation (ad(h), m) est donc définie [ passage, dans le n° 43, de la 
formule (43.2) à la formule (43.3)] par des matrices du type 


(x) 

B A 

et une telle représentation est réductible; donc (proposition 45.1), elle est de 
1 classe. Enfin, cet E. L.S. n’est certainement pas C-symétrique; sinon la 
représentation (ad(h),, m,) devrait être réductible en quatre morceaux, ce qui 
est impossible parce que (ad(h,), m,) est irréductible. 


La nature de la représentation (ad(h), m), donnée dans le tableau II, permet 
de vérifier cette proposition a posteriort. 


50. Tasieac IT. — Dans le tableau II, on trouvera toutes les structures locales 
symétriques, non isomorphes, du cas III du n° 8; c’est-à-dire que tout E. L.S. 
sera: soit un E.L.S. du tableau IT, soit un E.L.S. du cas IT [ de la forme (g@9)/s, 
et la représentation adjointe de g dans g], soit une somme directe 


(® 8: )/( Phe) = D(ai/hi), 


où tous les g;/h; (¢=1, ..., p) sont des E. L. S. du tableau II ou du cas II. 

Les E.L.S. du tableau II sont donnés dans l’ordre suivant : pour chaque 
structure simple complexe g, si l’on note g la forme réelle pseudo-complexe, 
g. la forme compacte et g;(¢ =1, ..., p) les autres formes réelles de g, on trouve 
d'abord les ensembles des quatre E.L.S.: {gifki, gulki, a/k:, G/g:}, pour 
DST D Ensuite, on trouve les E. L.S. des formes réelles g;, pour ¢ allant 
de 1 à p. On a redonné les E. L.S. riemanniens définis positifs g;/k; et g./k;, 
déterminés dans [11], d'une part pour que le tableau II soit complet, d’autre 
part pour mentionner la nature de la représentation correspondante (ad(k;), m;), 
déterminée aussi dans [117], mais qui est essentielle pour déterminer la nature 
de la représentation (ad(h), m) des autres E. L.S. 

Sur chaque ligne, correspondant à un même E.L.S., on trouvera dans 
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l'ordre : dans la première colonne, l'algèbre gy de l'E. L.S. Dans la deuxième 
colonne, l'algèbre h d'isotropie; dans la troisième colonne, la nature de la 
représentation (ad(h), m), ou, si cette dernière est réductible, de la représen- 
tation irréductible qu’elle définit dans un espace vectoriel de dimension moitié; 
les notations employées pour cette représentation ont été précisées au n° 47. 
Dans la quatrième colonne, on ne met rien si l'E. L.S. est trréductible, et l'abré- 
viation « réd. » s'il est réductible. Enfin, dans la cinquième colonne, on ne met 
rien si l'E. L. S. n'est pas C-symétrique, on met l'abréviation « C-sym. » s'il est 


ph : . . . Re AS ’ n . 1 = 
C-symétrique mais n'est pas semi-kahlérien, et Pon met l’abréviation « = kahl. » 


s'il est semi-kählérien. 


D'après l’ensemble du chapitre Ill, on voit que les KL. S. g/h à g simple sont 
bien déterminés — à un isomorphisme près, intérieur ou non, mats qui se prolonge 
toujours pour des espaces symétriques G/H dont le groupe G est quelconque 
d’algébre de Lie y — par la structure de q et la structure de l'algèbre d’isotropie h. 
Ce qui justifie le tableau Il. 


Dans la liste d'espaces locaux symétriques donnée dans|2|, ilmanque les deux 


espaces SU" (2 n)S0*(2n) et SU"(2n)/Sp(n, R). Et l'E.L.S.E;/SL(6, R) + SU (2) 
y figure par erreur. | : 


Taszeau Ii. 
Réduc- 
Algèbre 9. Sous-algébre hi Représentation (ad(), m)). tibilité. 
s(n, R) SO(n) &»(SO(n)) x ¥p(SO(n)) 
ou SU (n) (p=2 si nimpair, p=3 sin pair) 
a(n, C) SO(n, ©) ¥p(SO(n)) x ¥p(SO(n, C)) 
(p=2sinimpair, p=3 sin pair) 
a(n, C) SL(z, R) rep. adjointe de SL(n, R) 
U*(an) _Sp(n) x(Sp(1)) 
ou SU (22) aay 
L(an, C) Sp(n, ©) g:(8p(#, C)) | 
L(2n, C) SU‘(2n) rep. adjointe de SU‘ (22) 
U'(n) SU(i)+ SU(2—i)+T SU(:)) x SU (7 —t)) 
ou SU(n) 
L(n, C) SL(i, C) + SL(n — à, C) + C (SL(i, C)) x(BL(n—i, C)xXC'  réd. 
L(n, C) SU'(n) rep. adjointe de SU'(n) 
L(n, R) SL(i, R)+ SL(1— i,k) +R (SL(i, R) x (SL —i,R)) xR red. 
L(n, R) SO(n) 8p (SO!(n)) XFp(SO"(n)) | 
(p=2 sin impair, p=3 sin pair) 
L(2n, R) Sp(n, R) g?(Sp(n, R)) 
L(27,R) SL(:, C)+T (SL (x, C)) x §n—1(SL(n, C)) 
20 
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Algebre a. Nous-algébre h. 
SU" (27) BU (261 à SU en 6) OR 
SU*(2 1) Sp'(#) 
SU'(2") S0*(") 
SU* (21) Sin. CU: T 
SU (") SU (hh) 4 SU ‘(n--h MAT 
SU'(1) SO%>on) 
SU“ (1) Sp'(") 
SU" (27) 80" (") 
SU’ (1) Spin. hh) 
SU" (21) SLinv.t) + RB 
SO" (1) SU(") T 


ou 80 (27) 
SO(2", C) 
SO(2», CU) 


SL». Ù) + CG 
SO" (1) 


SO'(1) SO(/)+ SO(n 6) 

ou SO(n) = (avee f= of i> 2 etm - =) 
SO? (7) SO(n —- »)1-T 

ou SO (i) 
SO(n, C) SO(r, UC) SO(ae sr. 0) 

(avec? 1oùu > 2etu 1") 

SO(n. G SO(n 2,0) + C 
SO(n, C) SO'(n) 


SO*(2n) SO“ (26) + SOx 1) 
(ave f>retn > 

SO‘(2n) SO'(2n 2)-+T 

SO" (22) SO(n. C) 

SO*(22) SU'(7):-T 

SO’( 40) SU" (20) i-R 

SO'(n) SO“ (4 + h)+ SO(n kb —h) 
(ave h+h>œaetn—-k-h>) 

SO'(n) SO: :(n--r)+T 

SO'(n) SO! '(n -2)+R 

SO“(1n) 8U'(4) + T. 

SO'(2n) SL(n,K) +R 

SO’(2n) SO(n, C) 
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Keduc- 


tibilite. 


red, 


Representation (ad(h)). a). 


(8U'(2i)) x SU‘ (27 --4/))xR 
x. (Sp'()} 
er, (80° (20)) > 2,(8O°(21)) 


sn (BL. Cy) xg, 1(8L(#.0C)) 


SU (4 --4)) x SU! fink -h) x T 


x, (8O0/(n)) >: x, SO'(n)) 
(pra Sin impair. poss si 4 pair) 
4#:18p'(#)) 
s(SO'(2n)): 2; (8O0°(21)) 
#218p(#. W)) 
an (SLi. G)) gi St. Ch) 


réd. 


2.(SUin)) xT 


réd. 


g,(SLin.C)) - C' 


rep. adjointe de 80° (") 
(80 (r)) ~ Sin -r)) 


(8O(n ))XT 
(SO. E)) x SO(” — 5, C)) 
(SO(n 2. 6)) x CGC 
rep. adjointe de SO‘( 1) 


réd. 


(SO*(21)) x (SO (an - »r)) 


(SO (2 2 
(SQ(m. ©)) x SO(n, €)) 
#:8U'(n)) x T 
#:(SUW2n))xR 


2) XT 


(SO44 + h)) x (SO (n k — h)) 


(SO'-?(n —2))xT 
(SO'-"(n —2)) xR 
#:(8SU'(n)) > T 


#:(SL(xn, R)) xR 
(8O(n,.€)) x SO(n, C)) 


hahl. 


: kähl. 


Algèbre g. 


Sp(#, R) 
ou Sp() 
Sp(", €) 


Sp(#», C) 
Sp'(») 

ou Sp() 
Sp(», CO) 
Sp(”.C) 


Sp(”. R) 
Sp(». R) 
Sp(”, R) 
Sp(2”, R) 
Sp'(/-) 
Sp (1) 
Sp’ (27) 
Sp'(#) 
G: ou G. 
Gt 
G: 


F ou F, 
F\ 
PF 

F ou F, 
F' 


LES ESPACES SYMÉTRIQUES NON COMPACTS. 


Sous-algebre t. 


SU(“):T 


SL". C) + C° 


Sp(”, ) 
Sp(i) { Sp(u - t) 


Spir. C) + Spin - 5. (:) 


Spt) 


Sp(i, H) + Sp(r — /, hh) 


SUi(n) --T 


SL(", 1) +R 
Sp(”, ©) 


SU'(1)+T 


SÛU'(»n)+R 
Sp(», Cie 


SU(>)+ SU(-) 


SL(2, ©) + SB(2, ©) 
G: 


SL(2, K) + SL(+. |) 


Sp(3)+ SU(») 
Sp(3, ©) -+ SL(2, €) 
£3 
SO(y) 

SO(9, C) 

F: 


S0:(») 
Sp'(3) + SU(2) 
Sp(3, R) + SL(2, R) 


80" (9) 
Sp'(3) + SU(2) 


- Sp(4) 
Sp (4, C) 
E; 


SU(6) + 8U(2) 


Spi(h + 4) + Sp (mn — hk --h) 


(Lin. €)) 


Kéduc- 
Kepréseutation (ad(h). m)). tibilité. 
si (BU) x (SU) x F 


“4 (SL(”, Ci) > CG réd. 
rep. adjointe de Sp(”. K) 
Sp{(i)) x (Bp(”--5)) 


(Spin C)) xX (Sp rs. t:) 
rep. adjointe de Sp’(#) 


(Sp(/. R)) x Sp(r — 5, K)) 
2 (SU‘én)) > sr, (SU“(a)) x T 


ey (SL (0. )) - 2 (SL(a, R))<R réd. 
(Sp(n, €)) x Spin, C)) 


(Sp th a-h)) x (Sp ‘(a — 1 -h)) 
2: (SUi(k)) = x, (SU(n)) x T 


(BU (2))n (a (SU (2,7) x BR red. 
Sp(u. C)) x (Bp(», C)) 


x (BU (>) x #,(SU(2)) 


= (n(SE (7. t:)) x y (SL(z. C)) 
rep. adjointe de G: 


= (an (SL C2, R)) x a (SL(?, R)) 


su(Sp(3)) x #:(8U(2)) 
s:(Sp¢3, C)) x a1(8L(+, C)) 
repr. adjointe de F 
#180(9)) 
a(80(9. C)) 
repr. adjointe de Pi 


#1(80"(9)) 
g:(Sp'(3)) x #:(SU(2)) 
g;(Sp(3, R)) x #:(SE(2. R) 


g1(80:(9)) 
#1: 8p'(3)) x #1 (BU (2)) 


a (Sp(4, C)) 
rep. adjointe de E, 
£;(8U(6)) x #1 (SU (») 
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‘ 
- kahit. 
2 


hahl. 


ed 


C-sym. 


C-sym. 
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Algébre y 


Sous-algébre }. 
SL(6. C1 :- SL(2, Ci 
E; 

SO (10) + T 
SO(10, C)-- CG 
E; 

F, 

F: 

F! 


F: 

SU" (6) + SU(2) 
SO*(10) +R 
Sp’(4) 

Sp(4, R) 
SL(6, R) + SL(2, R) 


SO*(10) + T 


SO'(10) + T 
SU*(6) + SU(2) 
SU" (6) + SL(2, R) 
Sp'(4) 

50F i 
Sp(4, R) 


F° 
SO’ (10) + T 


SU: (6) + SU(2) 
Sp*(4) 
SU'(6) + SL(2, R) 


SO*(i0) =-T 
S$U’(6) + SU(2) 
Sp'(4) 
SO'(10) +R 
Fi 


SO(12) 47 


SO(12, C) + SL(2, C) 
E: 
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Keprésentation (ad(h), m)). 
s:(8L(6, C)) x s1(8L (2, C) 
rep. adjointe de E; 

(80 (10)) x T 


s1(SO(10, C)) x c* 


rep. adjointe de E; 
&i(Fi) 
& (FS) 

rep. adjointe de E; 


s(Fi) 
§;(SU*(6)) x ¢,(SU(2)) 
g(S0*(10)) x R 
#(Sp*(4)) 
g(Sp(4, R)) 
s:(8SL(6, R)) x g(SL(2, R) 


wi (SO*(10)) x T 


g(SO"(10)) x T 


33(SU*(6)) x #:(SU(2)) 
§3(SU"(6)) x s1(SL (2, R) 
s(Sp'(4)) 
g(F;) 
s(Sp(4, R)) 


SF) 
£:(SO?(10)) x T 


&:(SU?(6)) x g:(SU(2)) 


g-(Sp*(4)) 
g:(SU'(6)) x #1 (SL(a, R)) 


¥3(SU*(10)) x T 


g:(SU*(6)) X g:(SU(2)) 
g(Sp'(4)) 
g1(8S0'(10)) x R 
g1(Fi) 


g.(SU(8)) 
gs(SL(8, C)) 
rep. adjointe de E! 
#,(SO(12)) x g,(SU(2)) 
§:(SO(12, C)) x g,(SL(2, C)) 
rep. adjointe de E? 


Réduc- 
tibilité. 


C-sym. 


kähl. 
réd.  - kähl. 


C-sym. 


réd. 


réd. 


= C-sym. 
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Sous-algèbre h. 
E+T 
Et + C° 

E: 
SO*(12) + SU(2) 
Ei; + T 
SO“ (12) + SL(a, K) 
SU:(8) 
SL(8, R) 
SU"(8) 

E' +R 
E +T 


SO'(12) + SU(2) 
SU" (8) 
SU! (8) 


E+T 

SO“ (12) + SL (2, À) 
SU*(8) 

SO: (12) + SL(2, R) 
E?+T 


SU?(8) 
SO*(12) + SU(2) 


E; +R 


SO” (16) 
E! + SL(2, R) 


SO* (16) 
S0"(16) 
E; + SU(2) 
E: + SL(2, R) 


Réduc- 
Représentation (ad(h), m)). tibilité. 


st (E,) x T 
gi (Ef) x G réd. 
rep. adjointe de E: 
a(80"(12)*) x g1(SU(2)) 


(EG) x T 


§:(SO* (12)) x 81 (SL (2, R)) 
g(SU"(8)) 
#.(SL(8. R)) 
§( SU" (8)) 
£1 (Bi) xR red. 


(EE) TT 
(80 (12)) x #1(SU (:)) 
2. (SU'(8)) 
g.(SU*(8)) 


n(E)xT 
g:(SO*(12)-) x ¢:(SL(2, R)) 


gs(SU"(8)) 
£1 (SO*(12)) x g:(SL(2, R)) 


(EE) XT 


g. (SU*(8)) 
g1(SO*(12)*) x g(SU(2)) 


a(E) x R réd. 


g1(80 (16)) 
g(SO(16, C)) 
repr. adjointe de E} 
&:(E,) x g:(SU(2)) 
g:(ES) x g:(SL(2, C)) 
rep. adjointe de E; 


g:(E5) x g1(SU(2)) 
z(8S0(16)) . 
g1(80*(16)) 
a (E!) x g:(SL(2, R)) 


g1(80* (16) ) 

g1(80: (16)) 
g:(E;) x g: (SU (2)) 
g:(E3) x g:(SL(2, R)) 
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CHAPITRE \. 


ESPACES SYMETRIQUES A GROUPE SEMI-SIMPLE. : 


51. Rappers. — Nous rappelons ici quelques propriétés essentielles des 
groupes de Lie, dont nous aurons besoin dans ce chapitre et le suivant. On les 
trouvera dans [4]. [25 ]. 


Tuéorëme 51.1. — Soit G un groupe de Lie connexe. Il existe un sous-groupe 
compact connexe K de G et une sous-variété N de G. homéomorphe à un espace 
vectoriel réel, tels qu’on puisse écrire G=K.N, cette notation signifiant que la 
variété de G est homéomorphe au produit topologique K > N et que tout élément g 
de G peut s’écrire d’une manière et d’une seule, sous la forme g = kn, avec kEK 
et nEN. Tout sous-groupe de G jouissant des propriétés ci-dessus est appelé un 
sous-groupe compact maximal de G. Si H est un sous-groupe compact quelconque 
de G, il existe un automorphisme intérieur ® de G tel que ®(H) CK. 


Tuéorème 51.2. — Soient G un groupe semi-simple, G—K.N une décompo- 
sition et K un sous-groupe compact maximal de G: soient g et k les algébres de 
Lie de G et K respectivement. Il existe un x-automorphisme = de g, tel que, pour 
la décomposition correspondante g = §,-+- / — 1.91, 07 aitk C g,. St l’on appelle G, 
le sous-groupe connexe de G engendré par g,, alors le centre de G est contenu 
dans G,. 


Rappelons aussi qu'à toute algèbre de Lie g correspond un groupe de Lie (et 
un seul, à un isomorphisme près) simplement connexe, soit G*, dont l'algèbre 
de Lie est g. Tous les groupes de Lie G, dont l'algèbre de Lie est g, peuvent 
s obtenir comme quotient G*/Z, de G* par un sous-groupe discret quelconque Z, 
du centre Z de G*. 


52. Passace D'EUX E. L.S. À tx ESPACE SYMÉTRIQUE. — Dans les chapitres IE TI 
et IV, nous avons déterminé tous les E. L.S. gb à g semi-simple. Il s'agit main- 
tenant de savoir, étant donné un groupe de Lie quelconque G, d’algébre de 
Lie g. s'il existe un espace symétrique G/H dont l'E. L.S. est g/h. La réponse 
est fournie par la : 


Proposition 52.1. — Soit 5 un automorphisme involutif de 4; soient G* le groupe 
simplement connexe dont l'algèbre de Lie est g, et X* l’automorphisme involutif 
de G*, défint par V'automorphisme a de g. Soit G un groupe quelconque d’algébre 
de Lie q, définit comme le quotient (:*/Z, de G* par le sous-groupe discret L,. du 
centre 1 de (". Pour que l’automorphisme 3 de g définisse un automorphisme Y, 
de (i, il faut et il suffit que &* laisse Z,, invariant : &*(7Z,,) = L. 
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Désignons par 7, l'application canonique G*-» G = G* Z,. La suffisance est 
évidente, puisque, si E*(Z,) = Z,. l'automorphisme &* passe aux quotients, 
conservant Z;. Soit maintenant &, un automorphisme de G, induisant l'auto- 
morphisme 5 de g et considérons les deux applications ® et W de G* dans G. 
définies par D — 7,2 et W'—£%,7,. Les applications ® et W définissent deux 
applications 9 et yde l'algèbre de Lie de G* dans celle de G.et l'on a 9 == 5. 
Puisque 2 et W sont identiques. c'est done ({14], théorème 2, p. 113) que ® 
et © sont identiques : rŸ"= 2,74. D'autre part, Z, est le novau de =, donc, 
en désignant par e l'élément neutre de G, on a bien 


Gee (Lo) = Etre (Zc)=.e, soil >" (Le) = Ze- 


Appliquant en particulier cette proposition à un E. L.S. quelconque. on voit 
que cet E. L. S. se remontera en un espace symétrique G/H du groupe de Lie G, 
si et seulement si le sous-groupe Z,, définissant G par G = G"*/Z,. est invariant 
par Z*. Dans le eas où G est semi-simple, les résultats des chapitres I. IT, IV 
permettent de résoudre complètement le problème. L'étude faite au n°8 permet, 
ici encore. de se ramener au cas III, c’est-à-dire de supposer que le groupe G 
est simple : il reste à connaitre l'effet sur le centre Zde G*, de l'automorphisme &* 
de G*, induit par l'automorphisme ¢ définissant l'E. L.S. considéré g'h. Le 
théorème 51.2 permet encore d'étudier seulement le problème pour le sous- 
groupe G: de G*: c'est-à-dire le sous-groupe de G* engendré par la sous- 
algèbre g, de g; c'est done le cas de VE. L. S. gi gui. compact maximal de 
l'E. L.S. g/h. Le groupe simplement connexe (, est : soit compact, lorsque 4; 
n'a pas de centre, soit le produit d'un groupe compact par le groupe (non 
compact) R, lorsque le centre de g, a une dimension; le groupe compact inter- 
venant ci-dessus est semi-simple, et produit d'au plus deux groupes simples 
(voir n° 46). Le centre de G; est le produit direct des centres des groupes dont 
il est le produit, et d'un sous-groupe discret dénombrable, noté W. de R. 
L'automorphisme E* conserve R, done W. et son effet sur W se regarde sur 
l'algèbre d’isotropie h : avec la convention du n°22, on voit que 2* induit sur W: 


‘ soit l'identité, si g., contient T; 
soit S*(s) = 3". si gu ne contient pas T. 


Dans le eas où 5 échange les deux algébres simples. isomorphes, intervenant 
dans g,. il est clair que X* échange les centres des groupes simplement connexes 
correspondants. II ne reste plus qu'à connaitre l'effet sur le centre Z de Se « un 
automorphisme involutif d'une algèbre de Lie simple $s. Lorsque 3 esl inderieur. 
ce centre est fixe par **. élément par élément. Lorsque cee extérieur, ut 
montre que À induit sur Z l'automorphisme £*(3) ==‘. saul dans ki où 
l'algèbre de Lie simple s a pour structure SO( 4m): alors, le centre de S* est la 
somme directe de deux groupes à deux éléments et E* échange ces deux grou pes. 
On trouvera, par exemple, les centres des groupes simples compacts dans | 20 |. 
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exposé 23, p. 7-d: cl la méthode de détermination de ces centres qui y est 
/ J . Frs 
exposée permet aussi de déterminer l'effet d'un automorphisme extérieur sur 
ce centre. 


Remarque. — Mème lorsque g est sumple, un E. L.S. yh ne peut pas toujours 
se remonter en un espace symétrique G H d'un groupe quelconque G, Valgébre 
de Lie g. Exemple : considérons la structure simple SO*"(8m) et TELLS. 
SO‘"(Rm) SL( 4m. R)+R. L'automorphisme induit par 3 sur la sous-algébre 
compacte maximale gi = SO(4{m)—+ SO(4m) échange les deux algébres de 
structure SO( 4m) (voir n°28). D'aprés [12], p. 358-559. on peut déterminer 
le centre de SO*"(Rm): il est défini par les quadruples ordonnés (a, b. e. d). 
avec une notation additive et a, 6, c,d =o ou 1, eb 2 =o; le quadruple (a. b,c. d) 
ne devant comporter qu'un nombre pair de zéros. L'automorphisme >* est, sur 
ce centre : &*(a, b,c, d) = (ce, d, a, b). D'après la proposition 32. 1, le quotient 
du groupe simplement connexe dalgébre de Lie SO‘"(8m) par le sous-groupe 
engendré par (1, 1,0,0)ne peut pas définir un espace symétrique dont PE. L.S. 
est SO*"(8m) SL( 4m, R) +R. 

L'affirmation de [2], p. 1696 est donc erronée. 

Ce qui a été dit ci-dessus permet de donner de nombreux cas dE. L. S. g/h 
qui se remontent pour tous les groupes de Lie G d'algèbre de Lie g. Par exemple. 
toutes les algèbres de Lie g. dont la structure g, des sous-algèbres compactes 
maximales est sémple et West pas isomorphe à SO( 4m). Enfin, tout E. L.S. gh, 
à g semi-simple, se relève pour deux groupes d'algébre de Lie g : le groupe 
simplement connexe Get le groupe adjoint G,, puisque G, est le quotient de G* 
par tout son centre Z, et que ce centre Z ést toujours conservé par E*. 


53. STRUCTURE DES ESPACES SYMETRIQUES A GROUPE SEMI-SIMPLE : 


Proposition 53.1. — Soit G Il un espace symétrique, défini par l’automorphisme 
involutif X, tel que G soit semi-simple. Il existe une décomposition G = K.N (où K 
est un sous-groupe compact maximal de (i et N une sous-variété de G, homéomorphe 
à un espace vectoriel réel) qui est invariante par X: X(K)=K et X(N)=N. ! 
existe alors une décomposition subordonnée H — C.E du groupe d’isotropie H, où 
C est le sous-groupe d’isotropie de l’espace symétrique K C, induit par Ÿ sur KetE 
un sous-espace vectoriel de N. St Hy (resp. Cy) désigne la composante connexe de 
l'élément neutre de H (resp. C). alors C, est un sous-groupe compact maximal de 
14. Le sous-groupe d’tsotropie M n’a qu'un nombre fini de composantes connexes. 


a. Soit gh VE. LS. de GE pour Pautomorphisme induit 3, et 
Yi, —1.9 , une décomposition de g, relative à un x-automorphisme = 
deg commutant avec 3 (existence de cette décomposition est assurée par le 
lemme 10.2): on à 5(g)= gi et o(g)=g.. Dans le groupe G, la sous-algébre 
g, engendre un sous-groupe Gy, qui Choër par exemple [25], exposé 22, p. 9) 


eurent 
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est le produit direct G,= K >< A d'un groupe compact K par un groupe abélien 
simplement connexe Az Je sous-groupe K est un sous-groupe compact maximal 
de G. L’automorphisme = conserve G, ?: LG )=64, parce que 7{ Ur) = di et 
que G, est le groupe connexe engendré par gy. L'automorphisme & Ganserve 
aussi K, dans G,, paree que. le produit Ko A étant direct, et A homéomorphe 
à un espace vectoriel réel, on peut considérer K comme le plus grand sous-groupe 
compact de G,. On a done bien X(N) = K. 

b. L'algébre de Lie de K est la somme directe k= gi @t de algèbre semi- 
simple g° et de Falgèbre abélionne & si Fon appelle a Falgèbre de Lie de A, on 
ag= 9; Pt a. On peut supposer que à est invariante pars; car considérons 
l'algèbre abélienne 3=t@ a. qui est telle que a(t) = t. Puisque 2 est un auto- 
morphisme inyolutif, on peut trouver une base de 3: | Z,..... Z,) telle que 
5(Z;)—=+Z;, quel que soit 7=1..... p et que Z:et pour 1=1...../#. Les 
p— Æ vecteurs restants : |Z, ..-.-.Z,) appartiennent pas at et définissent 
un supplémentaire de t dans 3. qui est invariant par 3 et qu'on peut prendre 


pour algébre a. Le sous-espaee vectoriel w= à + \—1.9 de g engendre alors 
dans G une variété homéomorphe à un espace vectoriel réel, soit N°: cect, parce 
qu'il en est séparément ainsi dé g , dans g ([ 12], p. 362-363) et de a dans gy. 
On a X(N)=N, parce que N est connexe et que s(a)=a et HS): 
enfin, la décomposition G = k.N est du type du théorème 51.1, d'après 124 

ce. Le groupe d'isotropie H est l'ensemble des éléments £g de G tels que 
Sg)— g- Utilisons la décomposition G = K.N construire ci-dessus et 


invariante par Ê:sig—/#hn. avec FEkKet ve N, puisque Ÿ est un automorphisnre : 
Y(g)= (4) Mn) = An, avee (HER et É(n)EN. La décomposition g = ha 
étant unique (théorème 51. D), c'est done que 2Ck) = k et Én)=n. Appelons 
C l'ensemble des points fixes de l'automorphisme de K induit par 5: ct E les 
points fixes de ÈŸ dans N. On a done une décomposition H= C.E, tout élément 
de Hse mettant d'une manière et @une seule sous la forme g = dn, avec FEU 
et NEE. Le sous-groupe € de K est le groupe d'isotropie de l'espace symétrique 
KC; et E est homéomorphe à un espace vectoriel réel, parce qu'il en est de 
même de N. En particulier, E est connexe: done la composante connexe de 
l'élément neutre de IE soit Hy. est définie par la composante connexe C, de 
l'élément neutre de Cet Fon a une décomposition Hy = CE. Cette décompo- 
sition entraine que Cy est un sous-groupe compact maximal de H,. Entin. le 
sous-groupe fermé C du groupe compact W ne peut avoir qu'un nombre fini de 
composantes connexes el ilen est de même de H=€.E. 

Remarque. — La décomposition 6 —K.N obtenue ci-dessus mest pas une 
décomposition du type dfwasawa: cest une décomposition du type ik. Cartan, 


dans [12]. 


Proposition 53.2. — Sout G Il un espace svmétrique à G semt-sunpie et — Neos 
HC. E.une décomposition du type de la proposition SR ot. Alors la vartété sous- 


, By er 21 
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jacente de l’espace homogène G/H est un espace Jibré, de fibre F homéomorphe à un 
espace vectoriel réel et de base l’espace symétrique compact K'C; le groupe K 


permute les fibres transilivement. 


Utilisons les notations du n° 12 et posons gi = gs + Qi C1 = ON Gi-1 


et = ÿ— 1.11 tas. Dans le groupe G, les éléments de £ engendrent une 
sous-variété connexe F, homéomorphe à un espace vectoriel réel. Utilisant le 
lemme 4.1 de Mostow [21]. p. 262. la proposition se ramene à montrer que 
ad(C).F€F. Done à montrer que ad(C).f ef, ce qui découlera de ce que 
ad(C). a, € a et ad(C).g 4-4 C gai. Le sous-espace vectoriel gy, de g est 
l'ensemble des Keg tels que 7(X) =—X et 7(X)=—X. L'x-automorphisme 
= de g se remonte en un automorphisme @ de G, dont les points fixes sont les 
éléments de K (voir par exemple [21]. p. 249-250) et les éléments de C sont les 
ge tels que Eg)=g et 0(g)=2. De ce qui précède et de la formule 
D(ad)(g).X) = ad(P(g)).(zX), valable quels que soient ge, XEeg et l'auto- 
morphisme ® de G, induisant l'automorphisme g de g. on déduit que 
ad(C). 811 C9 1. La construction de a donnée dans la proposition 53. Let la 
même méthode montrent qu'on a aussi ad(C).a_, € ai. 


CoroLLaire. — Tout espace symétrique GH pour lequel G est semi-simple a 
même type d’homotopie qu'un espace symétrique compact, riemannien défini 


positif. 


La topologie des espaces symétriques G H, à G semi-simple, se ramène donc, 
pour le calcul de lhomologie et de Fhomotopie, par exemple, au cas d'un 
espace symétrique K C, à K compact; pour la cohomologie de ces derniers, voir 
par exemple : Koszul [19]. 


54. La FIBRE ET LA BASE. — Des éléments K Cet F de la fibration de la propo- 
sition 53.2, on peut donner quelques propriétés. La base KC est un espace 
symétrique compact, riemannien défini positif. Il S'identifie à la section de 
l'espace fibré G/M définie par le point origine de lespace vectoriel F; ainsi 


plongée dans GH, la métrique de K C est induite par celle de GH. Dans le cas” 


où (avec les notations de la démonstration de la proposition 53.1) on a k = qi. 
cette métrique est celle qui a été notée v., dans le n° 43. On peut aussi considé- 
rer K/Ccomme sous-variété totalement géodésique de G/H. En effet, la définition 
la de décomposition canonique de l'algèbre de Lie k de l'espace symétrique K/C est 


k=k+k;. avec ke gi, +t, et buts ad 
où l’on a posé 
gii=guNgi — (resp. 9 gra 095 = tu; ti tNgi). 


La définition de g,., comme sous-espace de g formé des X tels que t(X) = X et 


Métis ane 
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a(X)==—X et le fait que t appartient au centre 3 de gi, montrent que Von a 
la relation 
beara Reacting, Ke 


Relation qui entraine que, dans GH, l'espace homogène K,C est une sous- 
variété totalement géodésique: en effet, l'espace tangent à K/C, dans G/H, 
s'identifie à k , et st P est une sous-variété d’un espace symétrique, définie par (ee 
sous-espace vectoriel p de l’espace tangent a l’origine de GH : pcm, tel que 
lp. [p. p]]Cp (pour le crochet de l'algèbre de Lie g de G et la décomposition 
canonique g = + m). alors P est totalement géodésique. 


Démonstration. — Pour la connexion affine canonique. le tenseur de courbure 
R(X. Y).Z de GH est donné par la formule (9.6) de [24]. p. 47: il se réduit à 
R(X, Y).Z=—|[[X. Y]. Z], d'où R(X, Y).Zep si X. Y, Z appartiennent tous 
les trois à p : la sous-variété P définie par p est done totalement géodésique : 
voir par exemple [13], p. 40. 

On a de mêmef[f.[f,f]]Cf. ce qui permet de considérer toutes les fibres, 
homéomorphes à F, de la fibration de GH, comme des sous-variétés totalement 
géodésiques de GH. Dans le cas où kK = gy, on af =g_,_, et la métrique de ces 
fibres F, induite par celle de GH, est celle qui a été notée 4 au n° 43. On peut 
interpréter cette métrique comme celle de l'espace symétrique, riemannien 


défini positif, non compact, dont l'E. L. S. est (gut deep ; l'algèbre 
Gi +V—1-g1 est l'algèbre d'isotropie by de VE. L. S. gl associé de 
VE. L. S. gh. La métrique de F est à courbure totale négative ou nulle, celle de 
K,C à courbure totale positive ou nulle, ce résultat restant valable même lorsque 
k diffère de g, ; car les parties correspondant au centre 3 de g, fournissent des 
métriques euclidiennes, à courbure nulle. 

Enfin, on peut, suivant la méthode de [12], définir certains des espaces 
symétriques G/H d'E. L. S. gh. ag semi-simple, comme des sous-variétés fola- 
lement géodésiques du groupe G. 


55. NATURE DES céonésiques. — Ce qui précède permet de ramener l'étude des 
zéodésiques de l’espace symétrique G/H, à G semi-simple, à celle des géodé- 
siques d'un espace symétrique compact, riemannien défini positif. Soit A une 
géodésique de G/H (pour la connexion affine canonique), issue de l'origine : 
elle détermine un élément non nul A de l'algèbre de Lie g de G, qui appartient 
au sous-espace m de la décomposition canonique g=h + m: s'il existe un 
x-automorphisme + de g, conservant la décomposition canonique ÿ + m et tel 
que, pour la sous-algèbre k correspondante (définie dans la démonstration de 
la proposition 53.1), on ait AEk, alors la géodésique À est située dans | espace 
symétrique compact K/C; la nature d'une telle géodésique a été déterminée par 
E. Cartan dans [12], p. 435-437. Si, au contraire, il n existe aucune décompo- 
sition du type précédent, la géodésique A s'éloigne indéfiniment : puisque. sinon. 


12 
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elle serait d'adhérence compacte, et il existerait done une décomposition de g 

telle que 7A@k: pour le voir, considérer GH comme une sous-variété tataléitient 
géodésique du groupe G; Fadhérence de A définit un tore (compact) de G et 
| 


‘on applique alors le théorème 514.1. 


56. Grovpe p’HoLoxome. — Soit G H un espace symétrique pour lequel G est 
semi-simple, dE. L. S. g/h, avec la décomposition canonique g=h+ m. 
Appelons H, la POLE connexe de l'élément neutre du groupe d'isotropie 
H et (voir n°4) W (resp. W',) le groupe d'holonomie homogène (resp. holonomie 
homogène restreinte) de G'H pour la connexion affine canonique. On à vu, au 
n°4, que, parce que G est semr-simple, le groupe linéaire W, s'identifie à la 
représentation (ad(H, ), m). On déduit de la proposition 53.1 que : 


Proposition 56.1. — Le groupe d’holonomie homogène W de l’espace symétrique 
G H à & semu-simple (pour la connexion affine canonique) est identique à la repré- 
sentation (ad (Hl), m). 


Par définition, on obtiendra les éléments de W, qui n'appartiennent pas à Wy, 
par transport parallèle le long de lacets de G/H, non homotopes à zéro, d'origine 
e, (point origine de GH). Notons x l'application canonique G + GH. L'ensemble 
des kicets non homotopes à zéro de 6/H est engendré par des lacets de deux 
sortes : les premiers sont les images par 7 des lacets de G, d'origine Félément 
neutre ede & et non homotopes à zéro dans G. Les seconds sont les projections 
de chemins de G joignant ¢ aux éléments des composantes connexes de H, autres 
que H,. 

Soit 2, un lacet du premier type, projection du lacet A, de G : A4 =(A,). 
Le théorème 51.1 permet de supposer que A, appartient au sous-groupe compact 
maxitnal K de G et est non homotope à zéro dans G; mais dans le groupe compact K, 
et dans chaque classe d’homotopie non nulle, il existe un lacet d’origine e qui 
est une géodésique (il n’est pas nécessaire que cette géodésique soit fermée au 
sens de E. Cartan); en effet considérons le revètement K° de K qui annule la 
classe d'homotopie considérée et dans K*, ka géodésique A joignant ¢ à l’image 
inverse e* de e dans K* (une telle géodésique existe parce que K* est un espace 
muni d'une métrique définie positive et est complet); cette géodésique répond 
à la question. La projection de cette séodésique est un lacet de G/H, d'origine 
ry: d'après [24], p. 47 Cet parce que la connexion affine canonique d'un espace 
symetriqne satisfait au théorème 15.1 de [24], p. 53), le transport parallèle 
le long de cette géodésique du lacet À = aC) est défini par la translation le 
long du sous-groupe à un paramètre que définit la géodésique A de G; F'extré- 
milé de ce groupe élant l'origine e, le transport parallèle « cortespondatit est 
nul: font lacet tel que 2, fournit done l'identité W. 

Soit 7, un lacet du deuxième type; la proposition 53.1 montre qu’on peut se 
contenter, pour obtenir toutes les composantes connexes de H, de prendre des 
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représentants dans le sous-groupe compact C=HQK. Sih est un élément de C. 
n'appartenant pas à H,, on pourra trouver une géodésique A joignant élément 
neutre e à A; ceci parce que C est situé dans le sous-groupe compact K, pour 
une métrique définie positive ; le transport parallèle le long du lacet projection 
r(A) est, on vient de le voir : X-> ad(/).X, quel que soit Nem. Le lacet NS) 
définit done l'élément (ad(A), m), pour un représentant A d'une composante 
connexe de H autre que H,. Comme on a W,=(ad(H,), m), ce qui precede 
montre que W = (ad(H), m). 


57. ESPACES SYMETRIQUES SEMI-KAHLERIENS. — Soit g/ un E. L.S. semi-kahlérien 
et GH un espace symétrique dE. L. S. g h: l'espace GH est-il semi-kählérien? 
La proposition 53.1 permet de ramener ce problème au problème identique, 
mais pour un espace symétrique compact, dont FE. L.S. est kählérien. 


Proposition 37.1. — Soit G/H un espace symétrique, à ( semi-simple, et dont 
l'E. L.S. est semi-kählérien. Pour que GU soit lui-même semi-kählérien, il faut et 
il suffit que l’espace symétrique compact correspondant K;C (introduit dans la pro- 
position 53.1) soit kählérien. 


L'espace symétrique GAL, d'E. L.S. semi-kählérien gf, sera lui-même semi- 
kählérien si et seulement si la représentation (ad(H), m) laisse invariante la 
structure complexe de m, déjà invariante par (ad(H,), m): cette structure 
complexe est définie (démonstration de la proposition 49.1) par un tore T,, à 
une dimension, contenu dans Hy; le groupe H doit done laisser ce tore invariant 
point par point. La proposition 53.1 montre qu'on peut se contenter de repré 
senter les composantes connexes, autres que H,, par celles de G—NANN: 
L'espace symétrique G'H sera done semi-kählérien si et seulement si G laisse 
invariant T,, c'est-à-dire, puisque T, appartient à C, (démonstration de La propo- 
49.1) et définit done une structure kählérienne sur qh. si et seulement -si 
l'espace symétrique K C est kählérien. 


Remarque. — Mème lorsque est simple, compact, un espace symétrique G I 
WE. L. S. gh kählérien, n'est pas nécessairement lui-même kahlérien sill nest 
pas connexe. Par exemple, TE. L. S. kahlérien SO(n +) SO(n)+T es! 
VE. L. S. d'un espace symétrique GH, où G est le groupe SO(n +») et H forme 
de deux composantes connexes : la premiére H, est le produit direct des deux 
groupes SO(n) et T, la deuxième I, constituée par O- (2) et 07(2)[on désigne 
par O7 (mn) l'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre m, telles que A= A» 
et de déterminant égal à —1]. On vérifie facilement que H,, opérant sur le 
tore T;, égal ici au sous-groupe T de H,. induit l'application g > g "pour s € de 
done que G/H n'est pas un espace symétrique kählérien. = 

Ce phénomène est général : soit G Hy un espace symétrique seni-kählérien. 
avec H, connexe. Le normalisateur de ad(H,) dans le groupe linéaire GL(m. Rh) 
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contient toujours (voir, par exemple [12], p. 376- 357 )un élément €, de carré 1 
induisant sur le tore T; (définissant la structure semi-kahlérienne de G/ H,) 

l'application g + g-'; siceG, ce qui est le cas de l'exemple précédent, alors c 
est invariant par hadebivorphien involutif de G définissant G/H,, et le sous- 
groupe non connexe H=H,UcH, définit un espace symétrique G H qui nest 
pas semi-kahlérien. 


58. Espaces SYMÉTRIQUES Compacts. — II est facile maintenant de déterminer 
les espaces symétriques compacts (non nécessairement riemanniens définis 
positifs a priori). Si G/H est un espace symétrique compact, à & semi-simple. 
la proposition 53.2 montre qu'on doit avoir (notations de cette proposition) : 
f =o, et, a fortiori g_1,—0. On à done [g-as. gi 4 | =[ 9-11. m]—0, ce qui 
implique g_1, —0 parce que g/b est effectif (définition 4.1 et remarque du n°3). 
Ainsi lalgébre g = g, est compacte, dot: 


Proposition 8.1. — Les seuls espaces symétriques GH à G semi-simple 
qui sont compacts sont ceux pour lesquels le groupe G est compact. En particulier, 
ils sont toujours riemanniens définis positifs. 


Voir la remarque de Ta fin du n° 60. 


CHAPITRE VI. 


EspAces SYMETRIQUES A GROUPE NON SEMI-SIMPLE. 


59. LemMes. — Certaines des propriétés des espaces symétriques G,H à G semi- 
simple restent valables pour des espaces symétriques G/H dont le groupe G est 
un groupe de Lie connexe quelconque. Soit g/h l'E. L. S. d'un tel espace symé- 
trique G/H, défini par l'automorphisme involutif ¢ de g et g =r + 5 une décom- 
posion de Levi- Malcev de g (pour tout ce qui concerne les décompositions de 
Levi-Malcev, voir Chevalley [45], p. 135-145). L’automorphisme o conserve le 
radical r : o(¢)=r, mais, en général, o(s) diffère de 5. Mais, pour un auto- 
morphisme involutif, on peut montrer le : 


Lemme 59.4. — Quel que soit l’automorphisme involutif s de Valgébre de Lie 
réelle g, il existe une décomposition de Levi-Malces de 4 : g—r+5. qui est 
invariante par 5 : a(t) = +t et 5(5)—5. be ey. 


a. Soit g=1+ $9 une décomposition quelconque de Levi-Malcey de g. On 
aa(r)=r, et pour SEs, on peut éerire 


o(S)=9(S)+ 4(S), avec 9(S) Es et L(S)ert. 


D'après [15], théorème 4, p. 136 et proposition 4, p. 109, il existe un élément N 
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de r tel que : d'une part ad(N) est nilpotent, d'autre part, si l'on pose 


y= exp(ad(N)), alors y(3)) = (49). 


De ce que 5 est involutif, on déduit que 9 est aussi involutif. Pour tout S€%o, 
il existe done S'Ees, tel que ¢(S)=v(S'). Puisque Ner et que [r, 5, ]€r, on 
peut écrire »(S')—S'+S", où S'er : en effet, exp(ad(X)).S! comprend le 
terme S', puis des termes tels que [N.S]. [N. FN. SJ]... qui appartiennent 
tous à r. En comparant o(S) et v(S‘), on voit done que S'= ?9(S) et, en rem- 
plaçant, on a done v(o(S)) = a(S). quel que soit SES. De ce que 3 est 
involutif, on déduit finalement que ayvav(S) =S, quel que soit SES. 

b. On va en déduire que ¥"(S) = 337 (S). quel que soit SEs, et le nombre 


réel r [où l'on a posé = exp(ad(rN))]. Posons, pour S € 80: Ne rad(N).S. 
La proposition 4. p. rog de [15] affirme que NX appartient au plus grand idéal 
nilpotent n de g; done, en particulier, les Ni.S appartiennent aussi aw. Plus 
précisément, si l'on pose n°— fut, n], et si N.S appartient a nw’ mais n'appar- 
tient pas à n***, alors NOLS appartient à n+'. Appliquons eeci à vr'(S jet 
à ava(S). La formule 


o = ove! = (exp(ad (N)))o-1 = exp(ad(a(N))) 
montre que o(N) est aussi nilpotent, puisque, o étant un automorphisme de 4, 
conserve n et done s(N)en. Ecrivons alors l'égalité ova(S)=v-"(S): 


y1(S) =S+ (—N).S + (= NS +... NYSE.» 
ovo (S) =S + (S(N)).S+ (SNS +... + (c(N) SE. 


Ce qui précède montre, par récurrence, que 


(—N).S=(a(N))-S, (—N)?.S=(a(N))?-S, «+s (—N).S=(o(N))ES 


(quel que soit S €s,). Comme (rN)i.S=ri(NY.S, c'est done que v"(S)=9v'a(S). 
quel que soit SE 5. | ins 
c. Considérons alors la décomposition de Levi-Malcey suivante de g : 


1 
jrs, avec 5 —7%"(50); 


et montrons qu'elle est invariante par o. Le cas b implique en particulier 


1 4 


que ov = y 7a, donc on a successivement 


a(s) aS SPRY == vi? (a(#0)) = ei) = y? (50) = $. 


Remarque. — Le lemme 59.1 est une conséquence directe du résultat très 
général de [33], p- 214, corollaire 5.2, 


Lemme 59.2. — Sow % un automorphisme involutf dun groupe de Lie 
174 
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À 


connexe G. Il existe un sous-groupe compact maximal K de G qui est invartant 


par È : E(K)= K. 


a. Soit G un groupe de Lie connexe quelconque etg=r+5s une décom- 
position de Levi-Malcev de l'algèbre de Lie g de &. Soit k —p@ 3 une somme 
directe ([p, 3] = 0) d'une sous-algèbre p de 5 et d'une sous-algébre abélienne 3 
de r. Désignons par S (resp. R, P, Z, K) le sous-groupe connexe de & 
engendré par 8 (resp. r, p, 3, k). St P est un sous-groupe compact maximal de S, 
Z un tore maximal de R, alors K est un sous-groupe compact maximal de U. 
Soit, en effet, un sous-groupe compact maximal K' de G contenant K (existence 
assurée par le théorème 51.1). Son algèbre de Lie k’ est la somme directe p, ® 3" 
d'une algèbre semi-simple p, et d’une algèbre abélienne 3’. Puisque p’ est semi- 
simple, il existe une décomposition de Levi-Malcev g=r'+5s' de g, telle 
que p, Cs’ ([15], proposition 1, p. 140). La sous-algébre compacte p de 5 est 
une somme directe p,@ £ dune sous-algébre demi-simple p,. et dune algèbre 
abélienne c. L’algébre p, est une sous-algébre semi-simple compacte maximale 
de 5, et comme 5 et 5’ sont isomorphes, on a done dimp, = dimp,. Mats on 
a KCK’; de ce que p, et p, sont semi-simples et de cette inclusion, on déduit 
que po Cp,. D'ou po = p,. Les relations [r, s]Cr et [5, 5]C5 montrent que 3’, 
qui appartient au centralisateur de p, dans g, se décompose en somme directe 
selon r et 5; la composante selon 5 est exactemement €, parce que le centra- 
lisateur de p, dans 5 est le centre de la sous-algébre compacte maximale 5, 
de s contenant p, et que, dans ce centre, les éléments n'appartenant pas à € 
engendrent des sous-groupes non ‘compacts. Finalement, on à k'=p@3, 
où 3’ est une sous-algébre abélienne de r contenant 3 et engendrant dans R un 
tore maximal (appliquer le lemme 3.15 de [30], p. 533) contenant Z; c'est 
done que 3'=3 et que K’=hk; le sous-groupe K est done un sous-groupe 
compact maximal de G. 


b. Construisons maintenant une sous-algébre de g du type k=p@3 ci- 
dessus et invariante par 6, automorphisme de g induit par Ÿ : le cas a montre 
que k engendrera dans G un sous-groupe compact maximal K invariant par 3. 
Dans la démonstration de la-proposition 53.1, on a déjà construit la partie p, si 
lon choisit une décomposition de Levi-Maleev de g qui est invariante par ¢ 
(lemme 59.9). Il reste done, étant donné un automorphisme inyolutif d'un 


groupe résoluble connexe R, à construire un tore maximal de R invariant par 2. 


En effet, 3 appartient nécessairement au centralisateur de pdans g, et ee dernier 
se décompose (voir a) selon s et r; done 3 appartient nécessairement au centrali- 
sateur de p dans r, done à un sous-groupe du groupe résoluble r et c’est dans 


ce groupe, encore résoluble et invariant par 5, que l'on se placera. Montrons 


d'abord que les tores maximaux de R sont les tores maximaux de ses sous-groupes 
de Cartan. W'abord, tout tore maximal de R est contenu dans un sous-groupe 
de Cartan : on applique la proposition 18, p. 219 de | 15] à l'algèbre de Lie t 
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d'un tel tore maximal de R; d'après le théorème 2.2 de [21], p. 248, la repré- 
sentation ad(t) dans r est, soit l'identité sur t, puisque [t,t]—0, soit celle du 
groupe compact T sur le sous-espace u défini par la décomposition R—T.U du 
théorème 2.2 de [21]; elle est done semi-simple. St maintenant T est un tore 
maximal d'un sous-groupe de Cartan A de R, il est contenu dans un tore 
maximal T’ de R et T’ est contenu dans une algèbre de Cartan A’ de R. Mais 
Aet A’ sont isomorphes, d'après la proposition 19, p. 221 de [14]; done leurs 
tores maximaux ont meme dimension et l'on a T= Tc'est-a-dire que Testun 
tore maximal de R. 

c. Soit, d'après [27], théorème 7.1, p. for, une sous-algèbre de Cartan a de t 
qui est invariante par 7: on va construire un tore maximal de A invariant par =: 
pour cela, on procède par récurrence en supposant avoir construit un tore 
maximal T de A, dont l'intersection T'— D NA avec le groupe dérivé D de A est 
invariante par X (la récurrence comme avec un groupe abélien, pour lequel il 
n'y a qu'un seul tore maximal, done invariant par tout automorphisme : c'est le 
plus grand sous-groupe compact de ce groupe abélien). On procède d'une 
manière analogue à celle du lemme 59.1 ; l'automorphisme s transforme le tare 
maximal T en un tore maximal o(T), et il existe (théorème 51.1) un auto- 
morphisme intérieur v de A tel que o(T)=»(T). Sur les algébres de Lie. on 
est dans la situation du lemme 59.1, pour l'automorphisme intérieur y qui est 
nilpotent parce que l’algébre A est nilpotente et une décomposition de l'algèbre 
de Lie t de T en une somme directe selon l'aigébre de Lie 3 du groupe dérivé D 
et un supplémentaire quelconque de D dans a, qui contient t—(tad). On 
montre alors, comme dans le b du lemme 59. |. que le tore maximal T'engendré 


1 
par la sous-algébre v°(t) est invariant ©. 


Remarque. — On peut donner du lemme 59.2 et d'une partie de la propo- 
sition 53.1 une démonstration géométrique utilisant les théorèmes de 
Smith ([32]. p. 223); pour cela, on démontre que l’ensemble des compacts 
maximaux d'un groupe de Lie connexe G, qui contiennent un sous-groupe 
compact de G, forment un espace homéomorphe à un espace euclidien. 


G0. STRUCTURE DES ESPACES SYMÉTRIQUES QUELCONQUES. — Les propositions AS ae 
53.2 et 58.1 restent valables pour des espaces symetriques GH dont le 
groupe G n'est plus nécessairement semi-simple, Plus précisément: 


Proposition 60. 1. — Soit G/H un espace symétrique, défini par Vautomorphusine 
involutif X, et K un sous-groupe compact maximal de G, invariant par È. Il 
existe une décomposition topologique GK. F.E telle que E et F soient 
homéomorphes à des espaces vectoriels réels et que M soit homéomorphe au produtt 
topologique H = C.E de E par le sous-groupe C= HAK des poinis fixes, dans K, 

de V'automorphisme induit par S. Topologiquement, l'espace homogène (i West un 


7 
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espace fibré, de base l'espace symétrique compact k/C, de fibre F. L espace G/H ne 
peut étre compact que st (x lui-méme est compact. | 


a. Désignons par Hy la composante connexe de l'élément neutre de H. 
Remarquons d'abord qu'on peut toujours supposer que le sous-groupe compact 
maximal K de G, invariant par E et construit dans le lemme 59.2, contient un 
sous-groupe compact maximal C, de H,. C'est vrai, en effet, lorsque G est 
semi-simple (proposition 53.1); quant a la partie de Cy située dans le radical R 
de G, cest un tore et dans la démonstration du lemme 59.2, on à choisit un 
tore maximal quelconque de R; on peut done le prendre contenant letore Co NR, 
d'après le théorème 51.1. 

b. Le sous-groupe Hy de G est « self-adjoint modulo le radical » au sens de{ 21 }, 
p. 249. Les groupes considérés étant connexes, il suffit de le démontrer pour 
leurs algèbres de Lie. Appelons g (resp. D, r) l'algebre de Lie de G (resp. Ho, R) 
et p la sous-algébre de g engendrée par l'ensemble des deux sous-algébres h 
et v. Il faut montrer, pour satisfaire à la définition de [21], p. 249, que dans 
l'algèbre quotient g/t, l'algèbre p/r'est « self-adjoint », c'est-à-dire qu il existe 
un x-automorphisme = de g/t, tel que =(p/r) = pr. Utilisons une décomposition 
de Levi-Malcey de g, soit g—r+5, qui soit invariante par ¢ (lemme 59.1). 
L'algèbre quotient g't sidentifie à 5; et la relation de crochet [5, r]Er montre 
que pr s'identifie 4h Ns, c'est-à-dire à la sous-algébre d'isotropie h, de l'espace 
local symétrique s/h, que 7 induit sur 5. Le lemme 10.2 affirme exactement 
que b, est « self-adjoint », donc que h est « self-adjoint modulo le radical » 
dans g. 

c. D'après Mostow [21], p. 254, théorème 2.4, il existe donc une décom- 
position de G en G=K.F.E où K est le sous-groupe compact maximal de G, 
invariant par Ÿ et contenant le sous-groupe compact maximal C, de Ho, les 
sous-ensembles F et E de G étant homéomorphes à des espaces vectoriels réels 
et tels que tout élément g de G s’écrive d’une manière et d’une seule : g = kfe, 
avec KEK, fEF, e€E; le sous-groupe H, admettant la décomposition sous- 
jacente H,= C,.E. 

d. Soit maintenant gun élément de H; mettons-le sous la forme g = fe; on 
doit avoir 


M 


a(S es 


GENE) = E(k) S(fye= hfe, donc E(k) Cf) = hy. 


L'élément (4) appartient à K, mais, en général, o(/) n'appartient plus a F. On 
peut écrire, quel que soit /EF : 


a(fy=V(fPpO( fof, avec W(fyeh, O(fyeF, O( Pek. 


L'élément g=4/e appartiendra à H si et seulement si l'on a (4) W(f) = 4, 
b(f)=f, OC f)=1 (où l'on désigne par 1 l'élément neutre de G). Nous allons 
montrer qu'on ne peut avoir D(/)= f que si f = 1. Le fait que E est involutif 


Go: 
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se traduit, pour D, par D(D(/))— f, quel que soit fEF. L'application ® de F 
dans lui-méme est done involutive, et c'est un homéomorphisme différentiable. 
Si done ® laisse invariant un point f de F, autre que 1, comme il laisse 
invariant le point 1, i laissera invariant point par point tout un chemin diffé- 
rentiable A joignant 1 a f (je dois a G. W. Whitehead la démonstration 
suivante : compléter F en une sphère par le point à Poo et appliquer alors le 
théorème de Smith [32], p. 223). Dans l'algèbre de Lie g de G, les sous- 
ensembles k, F, E de G déterminent des sous-espaces k, ©, ¢ respectivement. 
L'automorphisme involutif £ de G détermine un automorphisme inyolutif ¢ 
de g. dont les points fixes constituent l'algèbre de Lie h de Hy. Sur f, l'auto- 
morphisme ¢ se décompose, comme ¥ sur G, pour la somme directe d'espaces 
vectoriels g=k+f+e. en o(X)=WUX)+9(X)+ 9X), avec VOY ER, 
2(X)et. P(X)Er. On peut calculer 3 : en effet. l'élément X+6(N est 
invariant par s.done NX +c(X)eb: or on a h=k-+ ee, done c'est que 
o(X)=P—X+Q, avec PEK et QEc. D'où o(X) =—X: mais le chemin A 
invariant point par point par ® détermine un élément X de € tel que 9(N)=X: 
done X =o, et le chemin A est réduit au point 1, done f=1. 


e. Les éléments de H sont dane exactement les g = ke, quels que soient cE E 
et & tel que X(k)=&. Le sous-groupe H est done le produit C.E de E par le 
sous-groupe C= Koll des points fixes de = dans K. Pour montrer que GH est 
fibré de base K:C et de fibre F'. il suffit de trouver un sous-espace F de F.E 
invariant par ad(C) et d'appliquer le lemme 4.1 de [21]. p. 262: puisque 
ad (C) laisse invariant E. on prendra pour F'un orthogonal de E dans F.E pour 
une métrique invariante par ad(C). 

f. Supposons maintenant l'espace homogène GH compact; Va fibration 
précédente montre que Je sous-espace F doit être réduit à l'élément neutre 1. 
Pour les algèbres de Lie, on doit done avoir: g=k-+¢. Décomposons k en la 
somme k,-+ k_, relative aux sous-espaces propres k, (resp. k_,) pour la valeur 
propre +1 (resp. —1) de l'automorphisme involutif que o induit sur k. 
D'après le théorème 2.2 de [21]. p. 299, on a [k, cJCe et en particulier 
[k_.. e]Jce. Or s(e)=e. done [k,. c]Ck.. Ce qui implique. soit que 
[k_4, c] =o. soit que k= 0. Dans le second eas. l'espace symétrique GH est 
trivial et se réduit à G/G; dans le premier eas. la représentation (ad (fj). m). 
qui est ici (ad (Ky ¢), ka). n'est pas fidèle, puisque [k.c]= o. D'après la 
remarque du n°3, espace GH n'est done pas un espace symétrique. 

Remarque. — Le fait que l'espace symétrique G Hne puisse être compact que 
si G est compact. et qu'il est done alors un espace symétrique riemannien 
(défini positif) généralise un résultat de Kobayashi | 28 |. 
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ETUDE DES PROPRIETES 
D'OPÉRATEURS DIFFERENTIELS 
PAR DES MÉTHODES D’ALGEBRE 
EXTERIEURE DIRECTE 


Par M. Marcer VIVIER. 


1. Rappel de quelques propriétés matricielles. 


Norarioxs. — Le symbole (__ )* est l'opérateur de transposition matricielle. 

(pq) représente l’ensemble des matrices à p lignes et g colonnes cons- 
truites sur le corps K des nombres complexes. Plus brièvement, &, désigne 
l'anneau (7 <n) et &, la partie réelle de a. 

n(k>x<h) est L ‘ensemble des matrices (k =< h) construites sur l'anneau &,. 

Sur n(k><h) on définit la multiplication à vauche, ou à droite, par un 
élément ae, : si Men(k>h), aM s'obtient en multipliant à gauche, où à 
droite, chaque terme (” > nr) de M par a. 

ent sy: La matrice identité de &, est notée 1 ou 1, si quelque 
confusion est à craindre. De mème. it, se représentera par 1 ou par 11 


| dans (K)!—— 1], Lest la matrice identité de a, et SEn(2X 2) vérifie les 
relations 
“oO iy 
() </ sie Fa “). 
(2) Jz==— |: 
IMAGE DE CL, pans CU,,,. — Les éléments de As, qui commutent avec JI composent 


un sous-anneau Con (€, est sa partie réelle): MEn(2 2) appartient à C,, st 


et seulement si | 
(3) M—=al+bg, 
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a et b sont quelconques dans &,. M régulière dans C,,, est aussi régulière 
dans Can 
Pour passer de &,, a CL, nous utiliserons l'opérateur matriciel En(r < 2) 


(4) CN paar ee 


Il vérifie les relations suivantes : 


(9) y= 6, 
(6) ef ees 
(>) Mi Veal id, 


V'VEC., commute donc avec tout élément de €,,. H est inmédiat que : 
VIE A 
(8) Le bi 
(Vo=—UV 


Les vecteurs lignes de la matrice unitaire 


À v\ | 
(0) | ls + ) | 
| 42 \V | 
sont done les vecteurs propres de Popérateur J. 
M vérifiant (3), on tire de (8) 
( VM == (a = bi, 


(10) 4 
{VM =—(a— bi)\ ; 
d'où 
| LA MV'— : (a+ bi) VWt= (a + bi) =B)M), 
een at+ bi o 
(11) 3 UML = ——|— == G(M), 
Oo a — bi 
rr) at bi 
eut | ¥. 
a— bi | GA 


, 


; SR EN + Pad De ’ a - 
L'application & est une tsomorphie de l’anneau €, sur Vanneau &, (en parti- 

eulier la multiplication par J dans €, est équivalente à la multiplication par à 

dans &,) et 9 une isomorphic dans &,, de l'anneau €,, sur l'anneau dont les 


2n 


fA lo 
éléments dans #(2 2 2) ont la forme ( on oath À 
o | A 
Propriété fondamentale de l'anneau €. — 1 Si MI = JM (c'est-à-dire 
<i MEC.,)les relations — : 
(1) MM"=1, 


(13) MIM‘ =o 


PROPRIÉTÉS D'OPÉRATEURS DIFFERENTIELS. 181 
sont équivalentes. Dans €, le groupe orthogonal, défini par (12), et le groupe 
symplectique, défini par (13) sont donc con  fondus. 

2° Réciproquement, si MEC.,, est à la fois orthogonale et symplectique, elle 
appartient à €.,, ear (12) et (13) entrainent 

MJ.IM == 1. 

NER sd Ie d’où JM — MJ. 


Co Oo FD. 


Images dans &, des matrices symétriques et des matrices orthogonales de @.,,. 
Applications. — a. Par transposition. on tire de (11), 


(14) SM —(&M). 


& transforme donc (biunivoquement) les matrices symétriques de €., en les 
matrices hermitiennes de &,.. 


b. SMEC., est orthogonale, &(M) ECL, est unitaire (et réciproquement), car 
on tire de (12) 
. 6M.GM*=—1,, 
et, de (14), | 
&M-.(SM}) — tee 
C. Q. F. D. 


c. Un sait que si la matrice g=a--brest hermitienne, ce que nous admettrons 
désormais (a= a". b+b"=—o)ct du même genre que 1,. elle admet la décom- 
position dans &, 


(15) gmt Ee ai 


rect, n'étant déterminée qu'au produit près, à droite, par une matrice unitaire 
quelconque. Il s'ensuit que M = & *(¢) admet la décomposition 


(6). M—hh  |[A=-(r)] 
h n'étant définie dans €, qu'au produit près, à droite, par une matrice orthogo- 
nale de €. 


FORMES QUADRATIQUES. — Soient S Fensemble des 22 indéterminées 27, .... a". 
y", ...,7",ct E l’espace vectoriel sur (K) dont S est une base. Sur E @ E nous 
postulons les deux types d'équivalences classiques qui caractérisent | un une 
multiplication commutative, dite algébrique, l'autre une multipheation anti- 
commutative, dite extérieure. Pour les distinguer. nous conviendrons d'enfermer 
éventuellement. entre crochets, les expressions dans lesquelles la dernière est 
en jeu. 


zl ex) 5 fart. Foy NS A l à es l <3 trans OSbeS \l E Cc une 
>| désignant les lignes 5a paf yar Ite sposées, MEC., 
54 . . 
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= S . 7 ae > - > « * 
matrice symétrique réguliére décomposable comme en (16) en le produit hh’, 
nous considérons, attachées à la base S : la forme quadratique algébrique 


AS 
(er) += (65M (4) 


Y/ 
et la forme quadratique extérieure associée 


(18) »=}[G3)em(4)] 
2 ? 


: ee, : = ee 
CLASSE DES BASES (DE E) permises. — Nous dirons qu'une base S'— (z'.v) liée 
à S par la relation. 


est permise si, dans S’, 9 et w conservent les mêmes formes que dans S, c'est- 
à-dire si 


A, 
F1 Fy (Lz 

(17) g=(#'.7')M (.) 
34 


ites eae |e Pom (| 


avec, évidemment, 
? M’= TMT’. 
Comme on doit avoir ; 
JITMT*=TIMT", d’où HE LEA beg fe 


S' est permise si et seulement si T est un élément régulier de C,,. Désormais S 


représentera l’une quelconque des bases permises de E. 


TT) 


BASES ORTHONORMÉES. — Nous appelons base orthonormée de E toute base 


permise (X.¥) vérifiant l'égalité suivante ou A dans (16) possède l’indétermina- 
tion signalée ci-dessus (dans €, ) : 


(19) (x.¥) —(3.}) h. 


Dans une telle base, | 
: oR n n ; 
Move D A Sonde 
i 2 # 
(21) dE > [pur (2)] s= D [XEYE], , 
4 . 


(22) hi es (nt LENS YE Mie 
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Images complexes des bases permises. — <A la base permise réelle S nous 

faisons correspondre la base (S.), dite base complexe permise, de la facon 
suivante : 


(Ses (= =). Sa(s!,..., 3”) 


el 


c'est-à-dire 
à >= > >\— 
(23) (2.3) = (2.5) Ut. 
En particulie r. ala base orthonormée (X +e correspond la base complete = JE 
En posant comme ci-dessus g = &(M), il vient 


Pe at: AR 

(24) a= 25.2. 0, 3.3), 
eee ee M 

inet. o=iae sli se | 
9 2: 


Conformément à la propriété fondamentale de l'anneau €.,,, ce sont les mêmes 
substitutions sur (XY) à opérateurs dans €, qui conservent les structures réduites 
des derniers membres de (20) et (21). Elles correspondent aux transformations 
du groupe unitaire de ©, appliquées à 3. Celles-ci conservent les structures 
réduites des derniers membres de (24) et de (29). 


Remarque. — Une base B dans laquelle 
@ =| APB) +. oe [ A" b? |. 


A1B:... AWB" étant éléments de (B) est dite canonique pour w. On obtient une 
décomposition canonique de w en substituant aux =" [de (25 )] les quantités 


(26) = a gi zh. 
h 

Il vient | 

(27) =D 24: 


On notera cependant que la base 31... 3", 51 -..3n n'est ni une base permise ni, 
en général, une base complexe permise. 


. 2. Rappel de certaines propositions d’algebre extérieure ('). 


L Algébre extérieure de degré 2n somme directe du corps K, de E et de toutes 


(1) Les renvois en fin de page et sans spécification spéciale se rapportent au Mémoire : Sur quel. 
ques théorèmes d'algèbre extérieure, par M. Marcel Vivier (Ann. Ec, norm.sup., t. LNXHIT, fase. >). 
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les puissances extérieures E4” de E sera désignée par & ou par E* si l’on envi- 
sage seulement sa structure d’espace vectoriel à 27” dimensions. 

A', ..., A?" étant les 2n éléments d’une base @ de E, 2?” monomes de 
degrés o, 1, ..., 27 linéairement indépendants construits avec les A; composent 
une base @ de E‘ (*). Afin utiliser le symbolisme matriciel, nous suppo- 
serons que le symbole @* représente les éléments qu'il désigne rangés en un 
vecteur colonne. Les composantes scalaires d’un polynome ®E& sont les 


Fa 
éléments d’un vecteur ligne À (ordonnés comme ceux de @*) de sorte que ® 
s'écrit 


(28) d—i@. 


f (A; 
Le passage de la base G à la base a, =( : ) sopere à l’aide de la matrice 
Le 
régulière cE C,,. On pose 
(29) 03; = a0 
et, plus généralement, 
Tye ark Bas 


Oe — 2 Ore (275 


MONOMES BASIQUES COMPLÉMENTAIRES. — A tout élément 72€ @ on associe l’élé- 
ment Ce appartenant à B“ ou à — @\ tel que 


han Cm Las to ae eee ae 


Cm est dit le complémentaire de m dans la base @ (*). Plus généralement C@ 
est l’ensemble des complémentaires des éléments de @ énumérés dans le 
même ordre que ces derniers. CB est la somme directe de tous les CB. 


{A 


= 


L'une des bases ( définies par (19) à partir de (16) (bases orthogonales) 


a 


sera désormais la base @® et Von posera 


Ob" = TXT, ..., MY, YA. 


Dans & toutes les formes extérieures du degré 22 seront remplacées par leur 
rapport à B*?”, Bi ” sera nommé le volume de la base @,. 


CORRÉLATIONS. — Nous appellerons corrélation principale ou mème corrélation 
— tout court — l'application linéaire définie sur ES qui transforme B4 en CBA, 
Fe 8 Es AS ER SE AE CRIE LÉ ML dns PES poto rs Shah nil OT LS gts 

(”) La restriction de. GA a EA est notée GA». 

(3) Soit | AY... A4] l'élément de rang ¢ de &M et [A - 4h] l'élément de rang J de BA‘, Vélo- 
ment“, de 44 est le mineur de « formé par les lignes /, ... i et les colonnes 7; ... 74. 

(+) La dimension de E étant paire on a C2? BA4 = (— 1 jé BAA, 
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A ® donnée par (29), elle fait correspondre 
(30) Cor@ = CB. 


Lorsque ® estun polynome homogène de degré £, Cor® est « la forme adjointe » 
à D. Son degré est 2n — k. Elle est habituellement notée *®, mais nous n’utili- 
serons pas ce symbolisme. L'opérateur Cor à un sens intrinsèque dans la classe 
des bases orthogonales. 

Nous appellerons corrélation dans la base quelconque @, de E et nous 
noterons Cor,, l'application linéaire produit de la transformation BY-> CBS et 
de la multiplication par le pseudo-scalaire BY". 


EXPRESSION DE LA CORRELATION PRINCIPALE DANS UNE BASE QUELCONQUE. — (3, étant 
définie par (29) et ® par la relation 


(31), b = 28", 
*\Ap 
(31): Cor® — ER ca 


(|a| est le déterminant de x). 


Exemples : 1° Si BY = (x +) 


(aa*) = M- et |a| 


| 


MS = (5. 3) 


(aa) = (UMU")"=( É) 


et 
= 


ve 


ge 


bal edule : 3 


Propurrs récressirs. — F et G étant deux formes de &, la forme H définie par 

l'égalité 
Corg H = [ Core, F corg G | 
est indépendante du choix de la base @,. H est appelé le produit régressif de F 
et de G et l’on pose (*) 
H— FIG. 

La multiplication régressive est une opération intrinsèque, c'est-à-dire commu 
table avec une transformation linéaire régulière de E. oe 

‘Pour calculer le produit régressif des formes F et G, de degrés respectifs P 
etq(p+g>=2n), dans une base quelconque &, de E, il est commode d'avoir 


a 
(*) Cf. §9, p. 228. 
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os ; Oe 1 : : 
recours à l'opérateur de dérivation yy ue au monome basique & de GG; (°) 
a : ; OF 
[a | étant le volume de G,. ona 


OF 
[els 


O4 


=F|Ca 


Des lors, a’ étant un -monome basique du degré p, et ff un monome basique du 


degré g 


Fay Ta G=Y atl 


Oa! aot 03! 
et 
(32) > as : OG oF | 
| FIG= ("Da cal") 
J | 
ou 
| 
(32) Date D + Ru hs | 
Hé Ve oa Hearth 
be 
Note concernant le produit régressif F|corG. — Il n'est pas identiquement 
nul si pq et pour p=q il se réduit au « produit scalaire » dans @*” des 


AS 

» ou ’ = by La + x La = 

formes F et G. En supposant @, identifié à la base (3) nous écrirons 
or, 


F | corG= Pa waren 
Mais, d’après (31), et tenant compte de l'exemple 1°, 
CMP 
CorBi= —— CB; 
vi M| 


m4’ est le mineur de M~ composé avec les lignes affectées des indices repré- 
sentés par (7) et les colonnes affectées des indices représentés par 7. D'après la 


ne . OF she. 
définition même de JG? il viendra 


F sex gs sai mi: (à, 


) (À) 


STRUCTURE DE & RELATIVEMENT A LA FORME QUADRATIQUE RÉGULIÈRE [| w | (7). — On 
appelle dérivée totale, d’ordre x, de la forme extérieure F, (du degré p) relati- 


(5 Cf. $3 et 9. 
(7) Cf. chap. IV et, notamment, § 17. 
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/ 


pi 


vement à w la forme notée = F, définie par l'égalité 


(33) | gyn I a ï 
| x! do sale (n— <x)! | 


En particulier, dans une base de E canonique pour © et ou 


Seyret 


i= 


on a en appliquant la formule (32), avec G = et EE Le 
Te (n— 1)! n! 
RTL) 
(34) eee Se 
th Te = IAB] 
1 
Les éléments 3'3, 3°3:...3"3, [3; étant donné par (26) | composent une base 


canonique pour w. On a donc 


de ww? OF vw (9 9» \% 
arr Las det = (a ane) an 
k 


d sp eee. 
ER. ch 

7 ide O[ s*3* | 
\ ers 5 
(g“* étant l’élément ligne # colonne À de g7*). 

On voit que l'opérateur + ne se distingue pas dans le cas actuel de l’opéra- 
teur A des variétés kählériennes (*). 

Some! . : ; : d 

Si F,=0.0n dit que F, est effective ou de la classe zéro. Si p >, 7 Fr=0 


entraine F,— 0. D'autre part, pour p—7, les relations 
—“=0 et © F,w"?t'=o 


sont équivalentes. 
Le produit par w* d’une forme effective est appelé : forme de la classe æ. 


. 5% = . om At 
Une forme F de la classe x peut s écrire d'une seule manière A, (avee 


do) 
de F peut étre supérieur à n, mais que, stp-+ a >7n, Fest nécessairement nulle. 


Il résulte d’un théorème de Lepage que toute forme extérieure VES est 
d’une seule manière somme d'éléments Vos Ya, -.. appartenant aux classes 0, 


eee ). A, est appelée la composante effective de F, On notera que le degré 


(8) Cf. A. Went, Sur la théorie des formes différentielles attachées à une variété unalytique 
complexe (Comm. Math. Helv., t. 20, 1947)- 


13% 
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1, ... (°). Les composantes effectives de Uy, ¥,, ... sont, par définition, les 
composantes effectives de 4. La hauteur de 4 est l'indice de classe le plus élevé 
qui figure effectivement dans Ÿ. Si 4 est de degré n-+-h, sa hauteur est au 
moins égale à A (autrement dit,-w" divise v). 


FORME CORRELATIVE D'UNE FORME F DE LA CLASSE æ : Posons 


oy" 
P= ae" (19); 
Pet 


et rappelons que la corrélation attachée à la base X'Y*...X"¥" canonique 
pour w est le produit commutatif : 


— de l'application linéaire F + G(F) définie par la relation 


(35) #(})=+(3) 
s +¥ dE 


— et de la transformation F + &,(F) par laquelle 


pipi @—Pp—e 
(36) LE) =(— 5) > “in —p—a)l 
De (35) il vient aussitot 


G*(F,) =(—1 VF,, 


Goo, 
et, de (36), 
T=: 
La corrélation principale étant attachée à la base X,, .... Mas Aig ese 


on en déduit immédiatement que l'opérateur « Cor » est le produit permutable 


n(n—t) 


des opérateurs G et L—(—1) * &,, d’où 


é La p{p—1) æ 
(37) Gor| apy |= et 2 G (Ap) Ep 
avec 
n(n—1) 
e=(—1) © 
Remarque. — De (19) il résulte que dans une base x} permise quelconque 


(AEC,, n’est astreinte qu’à être régulière) l'opération G se traduit unifor- 


mnément par la substitution 
À A 
: ei Hs 
équivalente a (35). 


eet so ne eee en ieee. 
(*) Cf. p. 263 pour le détail de cette décomposition. 
(20) Cf. p. 293. 
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Dans une base complexe permise, on a par calcul immédiat, 
Gis) = 15. Gis) = tz. 


| ci encore on retrouve en G un opérateur courant de la géométrie kahte- 
rienne, 


3. Opérateurs différentiels sur une variété riemannienne réelle ., à 2 dimensions. 
La Es - ri jte . = 5 1 ? 
21, ..., 5%: nl. .... 1" étant les coordonnées locales du point P de %,,. 
nous conviendrons que la métrique en_P est la forme algébrique 2 définie 
par (17) dans laquelle 

(38) dir Dre. 


E représentera maintenant l’espace vectoriel dual de l’espace vectoriel 
tangent en P à V... 

Les éléments de la matrice M et plus généralement les composantes (sca- 
laires) des formes extérieures de E‘=& seront supposés de elasse de déri- 
vation C°. de 

Les changements de coordonnées -> Ei n; > 7 induisent des changements 
de base dans E. Nous envisagerons sous le nom de changements de coordonnées 
permis ceux-la seuls qui conduisent a des changements de base permis. 


; = . : DIE. 3 . . 
Le déterminant fonctionnel rte sera donc nécessairement une matrice 


régulière de C,,. 
A tout système permis 2'...2", n'...1" nous associons le système de coor- 


CCE 


données complexes 


Biss — fee tn*|, 
4/2 
at — [Et int] 
V2 
il vient, par conséquent, 
du= dea? 
et ' 
(39) D— 2 dû g A 


Les changements de variables (réelles) permis induisent dans le domaine 
complexe des substitutions w°-> i pour lesquelles Les w' sont des fonctions ana- 


lytiques des seuls u' (a jacobien non nul en P). : 
L'opérateur différentiel D et les opérateurs différentiels associés 


; nu a : = à 
(40) D a qt + ad ‘ . 
1 1 
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La différentielle extérieure d'une forme F,,é& est, par définition, le produit 
extérieur [DF]. On sait qu’il possède la même valeur dans tous les systèmes 
de coordonnées et que pour F,, G,E6, 


in D[F,,G, | =[DF,G,] + (—1)[ F,DG, ]. 


Dans les systèmes de coordonnées permis ont encore un sens intrinsèque : 


l'opérateur 
4 p'=cne=% © dx v ae 
(42) = GDG =D et Dan si 


et, dans le domaine complexe, les opérateurs 


D 0 

2 se k 

(43), 7 = du* du à 
2 7 FE 7 4 

(43)5 . = Fuk ot 


On pose à = corD cor G? = corD cor ou 


(44) é—g2D2g 
et [F7] est la codifférentielle de F, 
(43) , A=Dé+6D 


et [AF,] est le laplacien de F,. Si AF,= 0, nous dirons que F, est harmonique 
em Pe | 

De (42), on tire 
Gb == Dé jain Dos 


(E) a 2 
| GD'——DS, ¢*D=— Dg. 


Il s'ensuit, G et & étant permutables, que 


(46) d= @D'eG? 
et que 
(47) A=[D2@D'2 — æD'æD]g:. 


4. Détermination du laplacien d'une forme donnée (de &) dans l'hypothèse où 


(48) . [Dow]=o. 

De (48) on tire | 
 G{Du]=o, D[gw]=0, D'u—o 
et de la relation à 


my 
cor® = 


Rent [dw |= o. 


Il s’ensuit, en particulier, que w est harmonique. 
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= , D s d ! N ’ a 
Par ailleurs, les opérateurs &, G, Ta? D, D', ¢ et A étant manifestement 


linéaires, il nous suffira de les appliquer successivement aux éléments de 
décomposition d'une forme ® en les classes de Lepage pour connaître leur 
incidence sur ®. 

Soit donc 


. 6)" 
(49) BA; = (avec p+ .r Zn). 


A, étant une forme effective du degré p 
(50) \ yo)! Det 
On tire de (50) 


DA, pra 1): CR =O. 


ce qui prouve que DA, et D'A, ont pour hauteur « un ». On a. dès lors, les 
décompositions suivantes en polynomes de Lepage : 


(51) D Re 
(52) D'A,= Gp + Gp-10. 
(33) D'H,,=P,_,+ Qo. 
(54) DG. 935 Peer Ope: 
(55) Dip RS, 0. 
(56) DG,.-= R,—S,0. 


On en déduit 


faz) DD' A, = P,-2 =- (Qp+ R,)@ + S; 20. 
(58) D/DA,= P’,.. + (Q,+ R,)o+ 5,20 


et, comme [DD’]-+[D’D]=o, il vient des relations précédentes : 


(59) Ps + Rs Sie 
(60) Q, + R,+ + hr 0. 
(61) Sp 2+ Spa = 0. 


Catcur pe 6F,,. — De (37) et (49) on tire 


: Lee «Gy pee 

te À Lire +)! 
de (52), 

pepo % AU pr 
D'/@F = ¢(—1) £ [one Gv | a 
et, enfin, es 3 
p\p—1 ELPET" 1 en ge | 

2D'&F = (—1) 2 [0 =“ daa rer Gyi(n P EU ae 


= err AJ Gy" 
—=(—:} Gén "ne eo Ae ol 


1)! 
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d’où, de (46). 


Gr a w" 

Ÿ |. de = np 2 A) Ga 
(62) | ol PH Tr)! ( I ) RENE | 

En comparant les formules 

2 RP UE NN , aot 
(63) D B= Gyu + Gps (2 + 1) a 
Lp D x 6)" ’ ok wee 
(64) OP Gpar — GT ANT Mis ET 


on énonce la règle suivante (règle A) : 


La première composante effective de wèF est égale à la première composante 
effective de D'F multipliée par x. 

La seconde composante effective de w<F est égale à la seconde composante 
de D'F multipliée par —(n—p—x<+i1). 


En application de cette règle on trouve notamment 


2 AP 7 oy" or! 
(65) JDE |= (x +1) Gp EE (x +i)(n—p—x) Gp REY D 


De (63), (64), (65) il vient done 


(66) | D'= dw — wd 


et cette règle est valable quelle que soit la forme ® à laquelle D’ est appliquée. 
On en tire 


(67) QD'+ D'd=o0 
et 


(68) D'oD'— o. 


d 
RELATIONS ENTRE LES OPÉRATEURS 7» 2, G, D; EXPRESSION DU LAPLACIEN. — Nous rap- 


6) 


pelons d’abord la formule de dérivation totale (**) qui, appliquée à A, — donne 


eae Nidhi: 
puisque ee = O, 


à l 6)" 1 
6q ME. | — & 
(6g) Ay [au P Bo or 


(11) Cf. § 10, p. 256. 
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En appliquant (63) et (69), on trouve aisément 
{ d 
(79) eco ign US RE 
: ds) do) o. 
De méme, 
, d d 
RF) Ye Se oes 
) : do) ds) D Le 

et 
* d de ss 
(72) (72-3, )g=99. 
(Les relations (70) et (72) sont bien connues en geomelie kahlérienne. ) 

De (71) et (47) il vient encore 

à d ce ad 

: a DD SD i 
(73) | D+ 2p don. 
d'où la relation de Hodge 

GA = AG. 

Si l'opérateur A est appliqué à une forme effective, il se réduit à 

, = Ty d d 
Cs) SD PPB? HPP D. 

Remarque. — Si l'on utilise au point P de la variété Va, les variables com- 


plexes wi, il est indiqué d'utiliser également les opérateurs 9 et 9. Ona 


D = 9 + Jd. 
D=—= i(d — a), 
A ra +0 )- Foo, 


4 = d € 
À; il 00 d+ 05-0 m0 |: 


Cancun pe AF. — De (62), on tire 
9 Hisinsiz 
(1 —1)! 


EX 
EN a 
ee Crs) - 


(55) DôF = DG,,, (a —p— e+1)DG,_, 1 
+[24Q,—(" = por ry Ry 
DE 


— (np: HA) Gre t) Ses Menre te 


Par atlleurs, 
ge 


(76) - DE — à Myer ur 8| Me Gay | 
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Les deux codifférentielles qui figurent au second membre de (76) se 
calculent en appliquant la règle (A) 


D'Hpss oy = Peay + Op (it esa 
donc 
77) [4.2 |= Ps a eer DO 
DH — =i, pe Aas ts) ma 
donc 
(58) UE 


En ajoutant les seconds membres de (75), (77), (78) et en tenant compte des 
relations (59), (60), (61), il vient enfin 


6)” | 


6) ! | 


(79) JAP — pe 0 (RE RD +41) 


Le crochet du second membre de (59) est indépendant de x. Il représente 
done AA, et l’on obtient Ja formule 


À % eo 6)" 
(80) ala ai f= | 
Nous énoncerons : 


TrtorEme. — Le laplacien d’une forme F de la classe x appartient à la classe æ. 
Sa composante effective est le laplacien de la composante effective de F. 


Plus généralement si une forme ® est décomposée en polynome de Lepage, les 
composantes effectives de son laplacien sont les laplaciens des composantes effec- 
tives de . 


Il s'ensuit aussitôt qu'une forme ® est harmonique si et seulement si ses compo- 
santes effectives sont harmoniques (*?). 


Remarque. — La formule (80) met immédiatement en évidence la commu- 


ae d 7 er ore . » Q 
tativité des opérateurs A et: Cette dernière propriété peut aussi s'établir 
, . 


('*) Dans le cas où la variété V2, est compacte, où w définie sur Ÿ., vérifie en tout point la 
condition I) = 0 (V2, est alors une variété kihlérienne), on retrouve grâce au théorème précédent, 
la décomposition de classes de cohomologie étudiée par M. A. Lichnerowiez [cf. de cet auteur : 
Généralisations de la géométrie kählérienne globale (Colloque de géométrie différentielle, 1951) et 
Théorie globale des connexions et des groupes l’holonomie, Dunod, 1955]. 


—— 
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… directement à partir des relations (70). (7%) et (E). On a, en effet, 


d d d ame de ee as d 
Go) +a = qlPe+ eh) — (D8+ sD) ne 


RP Le SE d 
PES EC PAU | 


= G6g-6+6¢0¢"°=2DD'2 + 2D'DE— 0. 
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SUR LE GROUPE PONCTUEL 
CONSERVANT LA FAMILLE DES CONIQUES 
DU PLAN QUI ONT UN ELEMENT 
DE CONTACT DONNE 


Par M. RENÉ LAGRANGE 


INTRODUCTION. 


Le groupe anallagmatique du plan a six paramètres, et il en est naturellement 
de même pour le groupe G qui conserve la famille des coniques F du plan qui 
ont deux points fixes donnés I, J, distincts. On se propose d'étudier ici ce que 
devient ce groupe G lorsque I et J sont confondus, c’est-à-dire lorsque les 
coniques Font en commun un élément de contact donné. Quelle est la structure 
de ce groupe? Des transformations particuliéres se présentent tout dle suite a 
l'esprit; ce sont celles qui conservent les coniques appartenant à un faisceau 
particulier; si (A, B) est le bipoint qui définit ce faisceau dans la famille. 
avec AB, on fait correspondre plus particulièrement à chaque point M du 
plan son conjugué harmonique M, par rapport à À, B, sur la conique du faisceau 
qui passe par M. Cette transformation M, —H,,M est symétrique, ct peut 
s'appeler la symétrie par rapport au bipoint (A, B), dans ce groupe G. Tout 
produit d’un nombre fini de ces symétries est une transformation dont l'en- 
semble est un sous-groupe H de G. H dépend de six paramètres. On en déduit 
aisément le groupe G, qui a sept paramétres. On verra comment on est amené 
à associer à chaque conique I’ de la famille un point de l’espace E à trois dimen- 
sions, de sorte que les transformations de H correspondent aux déplacements 
dans E, tandis que G est isomorphe au groupe des similitudes. H est remar- 
quable que, dans cette correspondance, l'image d'un H, , est la symétrie par 
rapport à une droite. La construction du déplacement le plus général à l'aide de 
deux telles symétries devrait avoir son équivalent dans H; cependant, certaines 
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transformations de H ne sont pas le produit de deux symétries 1,3, mats de 
trois; il s'agit d'ailleurs de transformations correspondant, dans E, a certains 
déplacements hélicoidaux daxe isotrope, où à certaines translations isotropes, 
qui n’échappent pas pour autant au théorème général: l'anomalie tient à la 
nature de la correspondance entre les coniques et leurs images. 

ividemment, on peut construire par ce procédé Je groupe qui conserve la 
famille des coniques qui ont deux points distinets donnés I, J. Afin de mieux 
souligner les différenees produites par la coincidence de ces points, i m'a 
semblé utile d'exposer en premier lieu ce que donne cette méthode quand I 
différe de J, bien qu'il ne puisse s'agir que de propriétés si connues chez le 
groupe anallagmatique. On sait, par exemple, que tout produit d'un nombre 
pair d'inversions est un produit de couples d'inversions dont les deux cereles 
sont orthogonaux ; la méthode utilisée tet consiste & construire H à partir de ces 
couples, qui sont Jes symétries H,,. Le sous-groupe H de G est celui qui 
conserve séparément I et J, tandis que les transformations de G — H permutent 
ces deux points. Lorsque 1 J, il correspond à chaque conique F, de la famille 
une transformation de G qui conserve chaque point de F,; c'est ce qu'on peut 
appeler l'inversion par rapport à V,; toute transformation H, , est le produit de 
deux telles inversions particulières, et H est Fensemble des produits d’un 
nombre pair d'inversions, tandis que G est le groupe des produits d’un nombre 
quelconque d’inversions. Mais, lorsque = J, e’est un sous-groupe à un para- 
mètre qui conserve tous les points d’une conique F,: la construction de Ga 
partir des inversions n’est plus possible, tandis que la construction et son étude 
à partir des symétries H, , restent valables. 


CHAPITRE I. 


GROUPE (3 ASSOCIÉ A DEUX POINTS DISTINCTS. 


1. SYMÉTRIE PAR RAPPORT A UN BIPOINT DU PLAN. — (A, B) désignant un bipoint 
dont aucun élément n’est sur la droite qui joint les deux points I, J communs à 
toutes les coniques T de la famille, nous appelons symétrie Hy, par rapport 
à (A, B) la transformation qui associe à chaque point M du plan le point M, 
conjugué harmonique de M par rapport à A, B sur la conique F qui passe 
par M, A, B. Ecrivons les formules de cette transformation en coordonnées trili- 
néaires a, y,t dont I, J sont deux sommets du triangle de référence, soit (1,0,0) 
pour Let (0, 1,0) pour J. Désignons par (a, a’, 1) et (b, 6’, 1) deux systèmes 
de coordonnées de A et B, par (a, y, 1) le point M et (&i: 1, 1) son homo- 
logue My. 

L'harmonicité du faisceau J(M, My: A, B) s'écrit 


SUR LE GROUPE PONCTUEL CONSERVANT LA FAMILLE DES CONIQUES DU PLAN. 199 


done 


Le faisceau harmonique I(M, M,: A, B) donne de mème 


was D! 


AE D 
2 . 


tae cae oY 


o 


La transformation Hy, est done représentée par le couple de transformations 
homographiques du type 


(1) Ti — %, Ni 
= 
où a, b sont lesracines de x? — 2x — 3=0, eta’, b'eelles de y? — 2a'y — B’=0. 
H,, dépend bien de quatre paramètres comme le bipoint (A, B). mais elle 
coincide avec la symétrie Hy. ,; définie par les points A’(a, b', 1) et B'(b, a, 1). 
(A’, B') est le seul bipoint qui donne da mème symétrie que (A, B). A’, BY sont 
les cinquième et sixième sommets du quadrilatère complet de sommets I, J, A, B. 
Si I, J sont les points cyeliques. CA’. B') est le bipoint focal de (A, B). On 
déduit de cette remarque une autre définition de Hy, : on associe à chaque 
bipoint (A, B) le bipoint (4, B’) qui complète le quadrilatère IAB, et M, est le 
quatrième point commun aux deux coniques F qui passent respectivement 
par A, B, M et A’, BY, M. 
Fr og ; dy x . Re 
Si M déerit une courbe de pente y'— _ en M, ¢restant égal à 1, M, décrit 
dé we = 
une courbe de pente (1) y, = Es avec 4,=1, ct il résulte de (1) que 
zy 
af (aw — 2)? , 
a+ 8 (y — 3)" 


' 


(2) he 


On observe done que 


(3) = ne dépend que du point M. et non de y’, P a 


autrement dit que le birapport de 1, J avee les points ott les tangentes- 
rencontrent ¢= 0 ne dépend que de M. 


2. Grover H. — Chaque H, , est une transformation symétrique, et ensemble 
des produits d'un nombre fini de telles transformations est un groupe. Nous 


ne 


(') (dx, dy, 0) est le point de rencontre de la tangente avec la droite J, mais il est commode 
d'utiliser le même langage que si / = o était la droite de l'infini. 
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l'appelons le groupe H. D'après (1), un produit de telles symétries est de la 


forme 
/ an + 6 aly +B 
(4) TN ee DL ear ETES Vid 
yao Yy+0 


et l'on vérifie sans peine que, réciproquement, toute transformation (4) est le 
produit de deux symétries biponctuelles au plus, quels que soient les six para- 


mètres essentiels dont dépend (4). 
La conique T la plus générale se représente par la relation homographique 


ASE x y > ; ; L 
générale entre © et => donc (4) conserve la famille de ces coniques. IF possède 
également la propriété (3). Nous allons établir le 

Tutoreme. — H est le Soupe des transformations qui conservent la fanulle des 


coniques I’, et pour lesquelles + T ne dépend que du point transformé. 


Écrivons d’abord que ~ ne dépend pas de y’, dans la transformation 


done qu'il existe un facteur A(x, y) tel qu’on ait 


ab av 
SBT RO à 
0% 09), — ( A? : 
Ox dy? 
: AT ol ! — 
quel que soit y’. A=0 Se = a =o, ce qui est inadmissible. I 


Sr 


D 
dr 


reste done la solution == = ++ =o, et les transformations en question sont 


d2 
dy 
m=o(2), maby x) GES. 


L'invariance de la famille des coniques F s'exprime par le fait qu'une relation 
homographique entre æ et y entraîne une relation analogue entre a, et y1, 
done que la nullité du schwarzien 


entraine celle de 
LEA MN RE 
ai, 2 \Y17 7 


les dérivées de ce dernier sont prises par rapport à z,. Il vient 


Fu 
Noe 
Yi (2 eee 
Y, yl yi go gl ’ 
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ou chaque fonction est dérivée par rapport à son propre argument. Ona ensuite 
> ! I / > \f / UK \ ARAU at NU 1! " l iN 
ee = — He a 55 y" eat ate A 4 : Uy” qu 
Pen petite tim: Cats CEE be 
; “rh Ree Y cay dr ds Vink: Sn aie as à 


donc 


VE v"\! 1 fay” \ 2 I DU ro Ne 
21-10-10) -19)1 
Le schwarzien est fonction de y’, y’, y”, et la nullité du premier crochet au 
second membre, qui dépend seul de y”, doit entraîner la nullité du premier 
membre, done de la somme des deux derniers termes au second membre, quel 
que soit y’. La condition nécessaire et suffisante est que les schwarziens deo 
et Y soient nuls, done que 2 et Ÿ soient des fonctions homographiques. 
ONF. D: 


3. CONIQUE SYMETRIQUE D’UNE CONIQUE I’. — Soit une conique F, d'équation 
(5) Avy +urt+cyt+ wP=0, 
et sa transformée F, = H, ,V, d’équation 


(6) Ayxy + uxt + Hy yt + Mie oO. 


On obtient tout de suite 


u,——avtut ble —xw + aÿ'h, 
(9) pan Bus EE Oa Je Ba'h, 
= 
/ = PE À t Des ! 
1 — Balu — aB'v + ax w + PEK, 
h— au +a'r +w + aa'h, 


dont le déterminant des coefficients est (#?+ $)?(#/?-+ 8’). Les mêmes rela- 
tions sont valables en permutant u, ¢, #, h avec Uy, Pas #1, Ay, au facteur arbi- 
traire près dont dépendent ces coefficients. 

T, est une droite, ou mieux l'ensemble d’une droite et de la droite IJ, pourvu 
que A, = 0, c'est-à-dire pourvu que T passe par le point G de coordonnées 


qui est le point de rencontre des diagonales AB, A’B' du quadrilatère complet 
ABIJ. On peut l'appeler le pôle de la droite IJ par rapport au bipoint (A, B). 


4. Grove G. — Un raisonnement classique permet de déduire de H le 
groupe G de toutes les transformations ponctuelles qui conservent la famille 
des coniques I’. Soit & une transformation quelconque de G, et deux points 

4 4 pomologues C, C=C. Soit (A, B) et (Ar, B,) deux bipoints par rapport 
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auxquels les poles de IF soient respeetivement C et Cy. La transformation 
S—H,,,, SH, , transforme toute droite du plan en droite; en effet, Hy; trans- 
forme toute droite en une conique P passant par C; & transforme cette conique 
en une conique [ passant par C, et Hy, transforme cette dernière en une 
droite. S est done projective. En outre, elle conserve le bipoint (I, J). et. en 
particulier, la droite ¢== 0. Elle est done de la forme 

| di=ir+py +, 

(8) 


Ji d'a + uly + vit, 
| Li Le 


Si Let J sont séparément invariants, = = 0: (8) se réduit à 


| Ti} ENT: 
(9) 


IREM EVE 

EE, 

et est une transformation linéaire du groupe Hl; & —H,,, SI, est elle-même 
de la forme (4). Si Tet Fsont permutés, À — uv.’ = 0; (8) est de la forme 
Li | UF ay a 

H= x + vt, 

Pet) À 


ce qui revient à permuter æ et y dans la transformation S du type (9), done à 


permuter æ ct y dans (4). Les transformations & de ce sous-ensemble sont les 
couples de transformations homographiques de la forme 


ay +5 ax + 3! 
(10) x, = ——— 5 {= >=: 
vy +0 Tr +0 


En résumé, toute transformation de & est une transformation de M. ou le 
produit d'une telle transformation par la permutation 


(11) HT a Vi Er, à hote 


C’est encore, ou bien une symétrie H, ,, ou le produit de deux telles symétries, 
assoctés ou non à (11). 

Dans la transformation (10), c’est le produit yy, des pentes des lieux homo- 
logues qui ne dépend que du point transformé. On est ainsi amené à considérer. 
pour le groupe G, Fexpression logy’. définie à 24zt près, de serte que 
cest logy, + logy’ qui ne dépend que du point M. Pour deux lieux passant 
par M, de pentes y’ et y’, il vient, après transformation en les pentes y! et y,, 


= CN ES AA TE de t 
logy’, = logy’ = logy’, = logy’, 


avee le même signe — ou + suivant que la transformation & appartient, ou 
non, à H. Ceci s'écrit 


(19) log Ji ar Nate 


EWP ie 


7 
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avec le signe + ou — suivant que G appartient, ou non, H. En appelant 


3, 7 are LR “an 4 » . I Q “pe . : 

écart de deux courbes passant par M l'expression —log?., qui est définie à ka 
21 many 

près, on peut dire que G conserve l'écart en valeur absolue, H étant le sous- 


groupe qui conserve l'écart algébrique. C'est la définition de Laguerre quand [, J 
sont les points cveliques. 


D. Ecart DE DEUX CONIQUES TP. — Considérons deux coniques P,P’ déquations 
respectives 


(13) Lrv +ur+ey +w ao 


(13') heey a rte y+ wo. 


En un point commun autre que T, J. on a respectivement 


Li ( dy | heen 

a \ aN . (Ar + UE 
7k ( “a we — arth 
Oise iS À Ga (A'a +6")? 


et (?) 
2 <> “uw — wh hae +e! 
acl Welw hh hee 
L’élimination de y entre (13) et (13!) donne, d'autre part, l'équation aux x des 
deux points communs, soit 


(15) (ur + ww) (hr 6) — (hr +e) (ax + NN US 
Posons 
hr +6 bots! 
——— = ———— = 0, 
hr Ce or E w D 


de sorte que ¢ est donné par l'équation 


à \r2 1 « . nt at CM Ales 
(16) (us — wh)o— (uc! + cu — wh'— ln) p + ue — A le 0 


Il en résulte que 
Glee DELL RE mL LEZ = = ats 
= tas pas — wh te vue — why ae’ — wh! \ ous ae — wh! 


on est conduit à poser 


us! cu — wh! — hs 
(17) } 9 lig wh yu's! eit 
de sorte que 


= cos, 


ve — cos) isin) == 9, 


D dite ie pina! 2h nai | inal Lu ct ee 


(2) La Hessienne de VT est (uv — wh). 
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et l'écart ~log VE n’est rien d'autre que + 9. On a deux écarts opposés quand 
on change le point d’intersection considéré sans changer l’ordre des deux … 
coniques. 9 est infini ou indéterminé si l'une des coniques au moins est singu- 
lière (ue — wh =o, par exemple). re) 

(17) devient effectivement le quotient d'un produit scalaire de deux vecteurs 
par le produit de leurs longueurs en posant 


(18) \ k =x, — 1x: w —— (x, + Ts), u = TL: — IT, 9 = 2; Ds 
} 


(A= x, — ir, w' = — (2+ iz), ua, — 12, v= 2+ 12; 


on a, en effet, 


à { 
ET EE ee 


s 4 + 
ue — vh = ù x3, FT el Chen | malt — > x5", 
re) | : ta | 
4 
ue’ + pu — wh'— hw' 5 
——— — > LjT';. 
2 i 


+ 


On associe ainsi à chaque conique I la droite Og de paramètres directeurs 2;, 
Xs, æ,, æ, dans l'espace euclidien E, à quatre dimensions, en coordonnées — 
cartésiennes rectangulaires de sommet O, et l'écart de deux coniques F est — 
l'angle de leurs images dans E. Les droites Og isotropes sont les images des 
coniques singulières. eat, PARENT ro 
Avec les éléments æ,, l'équation (13) de T s'écrit + 


TY +1 : 
© (xy —1) + 22 — +a(r+r)+a = =o, 


ce qui conduit à associer au point ,Y,1) = 
qui cor au point M(2, y, 1) les quatre a sis ee 


Ga) : | ea re re X= +, LE Se Bele tg 


we 


a Ver 
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conique (13) singulière (ue — wh— 0, ho) sont 


ane # ee 72 
h re 7 ho 
par conséquent, 
uv LA: 
CV == — 
J I h° 
et 
I—h x : wth L 
X —a = —— > +e ee ge *: 
; 2h h SET 7 Lib à 
‘ u+e XL : “uv xy 
D a on D == $e Se 
2h TR F 2th h 


Sous la forme (20), l'équation de toute conique F est une combinaison 
linéaire des équations de quatre coniques F de référence, les X;— 0. Celles-ci 
forment évidemment l'équivalent du tétracycle de référence de la géométrie 
anallagmatique. 


G. INVERSION PAR RAPPORT A UNE CONIQUE I’. — C’est la transformation de G, autre 
que l'identité, qui conserve tous les points de I. Vérifions qu'elle est unique. 

Cela ne peut être une transformation de H, car, =2, y,=y west possible 
pour un point, avec une transformation (4), que st les deux transformations 
homographiques qui la composent sont l'identité. I ne peut s'agir que dune 
transformation (10), qui doit être telle qu'on ait 


ay +53 a'x + 3 
fe =: y= SO 
Sian? L WEP 


pour tous les points de T. Chacune de ces équations, où x et y varient, est celle 
d'une conique T; cela doit être celle de la conique considérée, d'équation 
donnée (13). La transformation cherchée est done 

a 4 ali TE = 


, M=— -———- 
i hz 


(21) eee hy —u 
On vérifie aisément que (21) est caractérisée par la condition que toutes les 
coniques F qui passent par deux points homologues M, M, ont le même écart 
absolu avec (13). On peut placer O en M sans restreindre la généralité. Les 
coniques sécantes sont alors de la forme 
hey + ur + =». 
avee la condition 
(22) Rx vi ay Cy =e 
Ceci doit entrainer la constance de (17), done 
ul su — wh! 
ee ne 


= const. =k. 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 3 37 


206 RENE LAGRANGE. | 
L'élimination de 4! entre (22) et (23) établit une relation entre les deux | 
variables indépendantes u’, «’, qui doit se réduire à une identité; on obtient | 
ainsi les trois conditions 
8 PT M0: UT, + W= 0, ko. 
qui donnent bien le même point M; que (21), et montrent de plus que cet écart 


constant est © (orthogonalité dans le cas des cercles). Le calcul suppose 2, 410; 
2 


mais, siz, — 0, (22) exige y, — 0 puisque oo pour une conique régulière: 
M, coinciderait avec M et le problème n'aurait plus de sens. 


7. FORMULES DE TRANSFORMATION D'UNE CONIQUE T° PAR LE GROUPE G. — (4) Lrans- 
forme (13) en une conique d’équation 


(24) Ayrv + ux eyy+twy=o, 
avec 
hi 90h Hol w — Oyu — 0e, 
“ | Wi 63h <a — Ga'u — 436, 
æ 
2 a= — 05h — 3x +oôxu +y3s, 
6 — Sth — aw + Sy'u + a9'e. 


On vérifie tout de suite que 


(26) 6) — Wii (20 — 5) (210 — 3) (ue — wh); 


i je 


d'ailleurs un système de deux droites passant par I, J doit se transformer en un 
système semblable. Avec les coordonnées a; et y;des images des deux coniquess 
N 2 "at à ws D 1 ‘ De ; 5 
>; À l'aide des relations du type (18), les 
formules de transformation des x; sont 


(26) exprime la covariance de 


cee yee er ee 
yi er, 3 St 7, 
> 21 > 
£! 5 ~ x ' # 
ru UE Sa’ — rq! — ary =t2 = 29 + DL + 73 a oy! 
— —______1___-_ rr. a re ere. 
a oe à 
! fel ans! ne ) 
a aa CAM = 00! Lau +53 + + 07 
yt or hr, 
we a : 
be x 
45 + 32! + 9 +" a3! — 5a'+ 9 — 0" 
Po Hd AMES ie AURA een alls ds. Be je RAS 
Di 2 
EUR ES CE SAR! ! 1 __ Be! ) 3! 
got © =. ES wee arf we | a 
Fae ea Re Cad Vege So yA ts me 
: 9 ot i 
20! + Oa! Gat por! — 96! ght Ba! = 97g! 
si Ti PR See et PORN ee fa 
et ee ae 2 a 
prt ia yA, en 
— dat Gal + 08 ay! — ya! 69 + 98! 
es EF ——— 
at 2 à 
à 
ad — dat By! — 8! pasa tet oo fo 
s; “ ’ i \ 
rE 


OF 2 
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Elles sidentifient avec la représentation classique par le produit 
(28) LUN 
des quaternions 


MINT EE TRE ME 7 

Fes + Joe) 

(29) 4 se ss 

QE Le Aves dy 

De Lr ee = en} 

avee 

(a>atih, ew Sar i (et). apie pei Nat 
(30) ir de: et te x Be any eke ; 
Ùx— 3, +0, = 7, —1à., D (di at a AT Pie 


La transformation de (13) par une transformation (10) se déduit de ce que 
donne (4) en permutant simplement x avec y dans les coordonnées ponctuelles, 
done uw avec ¢ dans les coordonnées tangentielles u, 6, #, A: sans écrire les 
équations qui remplac ent (2 ny )s ou eats que cette permutation de wet ese 
traduit pour l'image æ,, 2.. r,, à, par le changement de x, en —x,. Les 
équations qui se bien à ( 27)S sen déduisent immédiatement, et ui 
sous la forme (28), à 
(31) (t= eS ON O0 
où 


NO oe a Does Tien 


est le quaternion conjugué de X 


CHAPITRE Tl. 


Grovre G ASSOCIÉ A UN ELEMENT DE CONTACT. 


1. Choisissons un triangle de référence dont le côté 7=o soit là tangente 
commune à toutes les coniques F, et le sommet a2 =7=o0 le point de contact 
commun I. Le côté y =o reste indéterminé. 

Un bipoint (A, B) étant donné, il est commode de placer d'abord Te sommet 
2=v=oenBet le côté y =o suivant AB. Soit (a, 0, 1) le point A. L'équation 
générale des coniques F qui passent par A ct B est 


Cx) ANT + uN (N—aTy=v. 

où X, Y, T sont les coordonnées trilinéaires courantes. La conique qui passe 
x . » par la condition 

également par le point M(a. y. 1) est définie par la cone 

(2) dy +pr(r —4)=e. 


En désignant par a, 1. 1 les coordonnées du transformé M,= 1h, M. c'est-à-dire 
ef ° (“A À 
du conjugué harmonique de M par rapport à A.B. sui la conique en question, 
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Vharmonicité du faisceau I(M, My, A, B) donne d’abord 


Ï I ss 2 
TC. CT 
donc 
(a By 6 
Ly, ——— 
2 — i. 
Ensuite 
Dre Tdi 0) — 
ec ACe it) |. (22— ay 


d’où résultent, dans ce cas particulier, les formules de transformation 


aux 


hn ’ 


PE ee 
(3) PR RD 
at (22 — a)? 

2. Lorsque Tet J sont distincts, sur la droite 1 — 0, les points 7 et=,, og =o 
est rencontrée par les tangentes aux deux lieux homologues que décrivent M 
et M,, sont tels que le birapport (=, =, I,J) soit fonction de Mseul, et non de =. 
Pour passer à la limite, prenons J en (x. 1, 0). I restant en (0, 1, 0). 7 et 7, ont 
les coordonnées respectives 

dx I yh 7% 


dy? E, 26) et A 


Ga Le (bo a)areal & (5, na 2)] +.. 
OE be On\y" y: x=0 


i . 0 11 { : / A ie: x = ’ 
On en déduit que == (5 yi? % Dies ne dépend que de M, c’est-à-dire que y'—y, 


Ei 50; 


avec 


ne dépend pas de y’. Les différentielles sont calculées en faisant dt = dt, = o, 
et la valeur fixe de la différence y/— y; s'obtient en faisant dæ =1, dy=o 
dans (3); il vient ainsi 


— (ie h a 
dx,= ———  ; dyj #22, 
(22 —u) (22—a)? 
d’où résulte la formule remarquable 
27 
(4) | '=Yi= + 
« 
a. — — 


3. Etablissons maintenant les formules de la symétrie H,, la plus générale. 
Soit (a, a’, 1) et (6, b’, 1) les points A et B. On passe du cas précédent à celui-ci 
par un changement de variables linéaire conservant ¢ =o et le point (0, 1, 0), 
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donc de la forme 
x = 1%+- nt, 
y¥=lE+7 +28, 


t—n't. 


Siz, y, t désignent le système des coordonnées dans lequel B et A sont en (0, 
0,1) et(1, 0, 1), et sia, y, 3 sont les coordonnées actuelles, on a de plus 
b= nr; bn. uN. 
a—=l+n, a Son's 
avec ¢= 1, il vient donc 


| æ—=(u—b) z+pb, 
(5) J=(a—b')z+r+pb", 
t=t=1, 


et, réciproquement (*), 


| a _æ—b 
aus. 

(6) ns a 5f tle — 0) (x — b) 
sn ee a—b ; 
ti 

(3) s'écrit ici 
oh: Be TRES + 
te A TE EEE CR 


et se transforme par (5) et (6) en 


xz—b _ (a tb)x— 206 | 
pete) 7 Shy eb) 2x —(a+b) ? 
__ (a—b')(z—b) a (a—b)}(y—b)— (a — 0) GRR 
Sn ee je € [2(æ—b)—(a—b)F 
_(a+8')(æ—b)—b'(au—b) _(«— b)? (v —8') —(a—b) (a — 0") (eS) 
Le 22—(u+b) [2a —(u+ b)}? 
soit enfin 
Stel tet 
oer: 
"RES TL NE 
ZT — 
2 
7 2 ! ! cb’ hte’ 
(7) (SV r+ CPO (ub Dba tr + ee 
if ; 2 
9 te iw |B ah et 
a AMONG 
a) 


ia as NES EET TEL 
the i elie, SES. 


(3) On suppose a  b, sans quoi A, B, 1 seraient alignés, et I se décomposerait en deux droites 


passant par I. Les bipoints (A, B) alignés avec I sont nécessairement écartés. 
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Poeseons 
( aah eh 

| {= ’ m = ab. = > 
2 2 
(S) op? LE 
\ ab'— ba ch’ — a 

=, = —— 
2 2 


de sorte que les cing nouveaux paramètres 2, m, e. f, g sont liés par 


{u) me — af -s =; 


les formules (+) de Hy, aux quatre paramètres essentiels a, a’, b, b' écrivent 
ainsi 


i 5 le — m 
~ — . 

| à r—!{ 
190 : 

\ _ ta — ®) yes 8 rs 


(oc — lp 


(m— &= 9), 


avec cing paramètres non essentiels. 
(5) montre que H,, n'est conservé que par le changement des paramètres 
qui consiste à permuter a ct 6 en mème temps que a’ et 6’ c'est-à-dire A et B. 


Ici, chaque svmétrie est associée à un seul bipoint, et non deux comme dans le 


cas où Let J différent. 


En ce qui concerne la généralisation de (4). il résulte de la forme des rela- 
tions (3) que Es est encore indépendant de ze et l'on peut encore 
obtenir sa valeur en fonction de M, en faisant FE Fr 1. A l'aide de (5) 


et (4), on peut aussi écrire 
dy dr, 


dx dr, can(e- ES ea 


(4) 6 ¢ ‘38 swrvolene yh be 52 


=f 1a + Dj Sees 


af 
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pour lesquelles 
ay ab dy 
dy, dy Or " dv dx dy 
dx, dx 0g do dy 
Or Oy dx 
dy 


st indépende » “” . Pour cela. il f: AS MT E +09 ob do 
es épendant de a2 Pour cela, il faut et il suffit que Toes tle eae ty 


done qu'on ait 
Ets: (.2"). 
Ris (rn 42). 


(13) 


où g(r). (+) sont des fonctions arbitraires (+) de x. avec o/ (x2) 40. 
- ‘ 
Les transformations de H conservent également la famille des eoniques F; 


L 


elles appartiennent done à Fensemble des transformations (13) dont les 
fonctions 9 et 7 sont particularisées de manière que toute conique 


(14) Ay + Warton ww 


conserve sa forme. (13) transforme 


hy, + ar} r+ Ww SO 
en 
19 hv+h AR Pac a ae See 
Be? nr) PURE DAT) a2) | | 


cela doit être de la forme (14) quels que soient les coefficients A, u, ¢ sw, done 
il faut et il suflit que la somme des termes autres que hy soit un polynome 
quadratique en x, quels que soient ces coefficients. Les termes en æ et v 
donnent d'abord, pour 9(2) et 9’(.v). des expressions de la forme 


1 
ÿ' VRP 
wis) r+ bree 
a2 + Oya c 
9 (a) = ! ait i gia 1 


tr bree 


où a, b,c, a, b,. €, sont des constantes. Ene primitive de l'expression de 3/(à) 
n'est rationnelle que si ax? bre est un earré parfait: 3(x) est alors 
homographique, soit 


OV 29 — Sy =o. 
vi 


Dans ces conditions, le coefficient de & dans (15) a ta forme voulue, et eclui 


LAC CPC AE rh sat Payee 
de A donne, pour 1) an polynome du second degré, d'ailleurs arbitraire: 


¢ (x) 
D en Se —— 


(*) 4(æ)et ?’(x) sont évidemment continues. D'ailleurs les transformations de II sont algébriques, 
puisque Ha,» l’est. 
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avec 
ex? + 2fx+y 


les transformations qui possédent les deux propriétés en question sont celles du 
groupe a 6 parametres 


“y= —* 
yxz +9 
io) (29 — By) y tert 2fe+s 
Per (vx +9)? 


Nous allons établir que H est ce groupe, en démontrant que toute transfor- 
mation (16) est un produit de plusieurs symétries. 


5. Cherchons d’abord si une transformation (16) peut étre le produit de deux 
symétries Hy, 4, >< Hy,,1,- Prenons celles-ci sous la forme (10), soit 


! 


4 la — mi; 
Ke He PEUT A 
at; 
I Ha, 2 
( 7) AB; , (m;— 7) y + ex? + 2 fix + Bi ee 
DS eee (ae nl 
i 
avec 
(18) : met 2b fi+ gi 0: 


La transformée finale de a est 
Gh m,) 2+ ms mile 
rod) réel 
qu'il s'agit d'identifier avec la première équation (16). On a ainsi, avec un 
facteur auxiliaire (5) #, non nul, 
( m,=1,l,—ko, m,=—1,l,— ka, 

10 : ; 

(19) L'URSS, Lm;— l,m,= kB; 

l'élimination de m, et m, définit /, et 4, par le système 


L—h=ky, 


oe ! vil—al,+6h—B=0.. 


Si y #0, (20) représente, en coordonnées cartésiennes Z,, Z,, une droite et 
une hyperbole sans point commun à l'infini. L’intersection consiste en deux 
points, distincts ou non. Pour chaque valeur du paramètre arbitraire &, 


(19) admet alors deux solutions, distinctes ou non, en Z,, L, mi, mo. 


(5) Lorsqu'on multiplie 2, 5, y, à par 4, les coefficients e, f, g doivent être multipliés par A? afin 
de conserver la transformation (16). Ce caractère d’homogénéité permet de ne faire les calculs 


qu'avec la valeur £ =1. 


(aly 
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Si y =o et «9, (20) donne 


R 
(== x r ’ 
et, grace à (19), 


m= 2— ko, Rs 


Si y=a—c=0, (20) est impossible si 840, et indéterminé si 6 =o, 
avec J, =/,. Dans ce dernier cas, (19) donne d’ailleurs m,—m, de sorte 
que Hy, y= Hy, a, et le produit des deux symétries est l'identité. Poursuivons 
les calculs dans ces trois cas. 


1° + £0 : Observons d'abord que la deuxième relation (20) s'écrit encore 
(21) (rh+ 0) (yh— ax) — by — x0 0 


et que 


ha—m, 


er te (4,—4)r+h44—m, pie Hô, 


=) Sh 


xc—l, xz—l, 


Le produit des deux symétries transforme alors y en 


I sr 2 5 5 
i= Eee ay ‘(m,— [2)[(m,— li) y +e afia t+ gi]+e(lhx —m)? 


of my) (wh) +8(e— A). 


Il s'agit d'identifier l'accolade avec le produit, par k?, du numérateur de 
l'expression (16) de y.. 

La vérification est inutile pour les coefficients des termes en y, car le produit 
de deux symétries est a priori de la forme (16), de sorte que son coefficient 
(m,—{t)(m— 0e est le discriminant 23 — By de la formule qui trans- 
forme x. Ce fait résulte également de la propriété du discriminant dans le 
produit de deux transformations homographiques. Compte tenu de (18). 
l'identification des termes en a? donne 


hte = (ms— G3) e+ (Uj — mz) 2+ 2fel— 4), 
ou, grace à (19). 
ke=(yh— 2) a+ (y+ %)e2+ 27fz. 
Les termes en x donnent, de méme, 
7 (ms — LES Je limies — (+ mi) fot Li (M: Es + 2 def») 
ou 
: kf=(yh= a) fit (6-2) he (rh 9) fr 
Les termes indépendants de æ donnent 


kg—=(m—tl)81+ m2 e> + 21m; f2 — PB (me, + 2h fr) 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. ais 
15 
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ou, compte tenu de (19) et de (20). 
he == (vh— 2) git (ho — ll — 261,44 aff) e.— hf, 
== (vi4,— 4) 1+ (ko?— d1hh4—8h)e.— 200 f, 
== (yl,— 2) g1— (Om, + 5l)e,— 291, fy. 

On peut remplacer cette derniére équation par celle que fournit la combi- 
naison 4(g + 24, f+m,e), qui élimine g, et donne un second membre de ta 
forme 

[Grh+ a)m+ 2(9 — 2) À — 31,—dm,]e.+ 2[~m,— (4¥4— 0) —91,]f:; 
le coefficient de 2 f, est y —Æ6)=—#ky(yh +2); celui de e, est 
(9 — z) (20; —-m)+l(m—6). 
avec, grace à (20), 
nu 6 =v (hl,— kb) — 3 = 2h, — 51,—hyd=(2—9)4; 
le coefficient de e, est ainsi 
(9 2) (EF = ni) ke — 2) (vl, + 3). 
En définitive, on obtient le système des trois équations 


| Ch aje+(jh+z)e+arf=ke, 
Ch 2) fit (6 — 2) her; (4 — 0) ff, 
| (vy/,+9)[(9 — 2) e,— or fe) sg + 2h f+ me. 


(22) 


aux quatre inconnues €, fi, €», fo, après avoir choisi & et déterminé Z,, L, me, 
m,. (21) montre que yl, +5 et yZ, —e ne sont pas nuls. La troisième équation (22) 
détermine done f, lorsqu'on se donne e,, arbitrairement; les deux autres 
équations du système fournissent ensuite e, et f,. Dans ce eas, (16) est le 
produit de deux symétries d'une double infinité de facons, à cause du choix 
arbitraire de £ et de e.. ; 


2 v= 0 et a £û : Nous avons déjà vu que /, =1,= 


roe) tandis que 


Mie le EN, m,—l?— ka. 


Les caleuls qui ont conduit à (2) sont encore valables, et ce système se 
réduit a 
| a(es—e;)=ke, 

~ afi + Be: +0fs= Kf, 


| (6 —a)aq=¢+ af + mie, 


avec a6 40. Les deux équations extrémes déterminent e, et e,, et il ne reste 
qu'une relation linéaire à satisfaire, entre /, et f:. La réponse au problème est 
encore affirmative, avec la même double indétermination, mais le système (20) 
ne fournit qu'une solution. 


4 


LR 
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a ak. x . , ‘ . x 
= $—=2—c=0: Ici, (16) se réduit à 


RUE 2 


| LEE ae CL + 2 fx + 2 


de sorte que 4 = 6=1:(19) donne 4, =, ma, =m, = FF — &, tandis que (22), 
toujours valable, S'écrit 

Paye he 
(29) Je = AT. 

eal f+ meso. 


La dernière équation permet de calculer {non encore déterminé: elle 
S'écrit, en effet. 
C= 2 fl, + £ - ke= a. 


1 


du second degré en 4 ste Z£o. Les deux autres équations (25) fournissent €, 
et fy en fonction des deux valeurs arbitraires dee, et /\. y a impossibilité si 
e= f=o. go. et quadruple indétermination sie fo os Danse 
dernier eas, (24) est d'ailleurs l'identité, et Hy, ,, =, 5, est complétement 
indéterminé puisque le carré de toute symétrie est l'identité. 

Les résultats de cette discussion peuvent être rassemblés dans l'énoncé du 


Tnéorème 1. — Toute transformation (16) est le produit de deux symétries, et 
cela d’une double infinité de façons au moins, sauf st y= %— 6=0, eo. on 
St y= 5 rs à — n.,..4f6ec € sf oO, LÉ oO. 


6. Les transformations (16) qui ne sont pas un produit de deux symétries 
sont celles du type 


gente ee © 
À Ti TT D: 


26) . 
cae) bye ECS 2fe se A, 

. : f = . 4 = + N 1 v6 The oti ü 
où3 Ao, ou bien 3 =e=/=9,8 vo. Multiplions une telle transfor mation . ) 
S par une symétrie H, , dont le bipoint est sur y =o. € est-a-dire une symé- 
trie (5) où a == 0: la forme (10) de celle-ci est alors 

4 


one fa In 

l'y — RTE NE 7 
(mt) 
Er . 


(x — 1}° 


et les formules de la transformation H, ,S sont 


le + Bl—m 


bo er Jo d 
r+ a / 
AE (æ+6—1) 


(*) S n'est pas une symétrie Hag, car ce n'est pas une transformation symétrique. 
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Ce n’est plus une transformation (16) exceptionnelle, et l'on peut l'identifier 
d'une infinité de facons à un produit H,,,H4,n,+ On en déduit que S=H, Hp, Hire 
et l’on a le 


Taéorèe I]. — Toute transformation (16) appartient à M et est le produit de 
trois symétries au plus. 


7. Groupe G. — Le groupe G des transformations qui conservent la famille 
des coniques F se déduit de H par le raisonnement suivi au paragraphe 4 du 
chapitre I. La symétrie H, , représentée par (3) transforme la conique géné- 
rale (14) en la conique d’équation homogène 


u? Gee “ LL) É “a \2 
hA—jt—u—x2—v—rlar——t ) w ( Del 0 
à 2 2 


/ \ 


Celle-ci se décompose en t= o et une droite pourvu que 


Ge “ ; 
[oe et SY OF 
4 2 


, . fe . / } 4 . il 5 . 2 <5 
qui exprime que (14) passe par le point (2 oO, 1); ce point C est encore le 
conjugué harmonique, par rapport a A, B, du point où la droite AB rencontre 
— 0, que nous avons convenu d'appeler le pole de : = o (tangente de contact 

de la famille des coniques T°) par rapport au bipoint (A, B). Il suffit ensuite de 
raisonner comme au paragraphe cité pour voir que toute transformation & de G 
est-de la forme Hy, ,,SH,,5> où H, 5 et H,,,, sont deux symétries telles que les 
poles C et €, de to par rapport aux bipoints (A, B) et (A,, B,) soient 
homologues pour G(C,=@GC), et où S est projective et appartient à G. 
S conserve done 4 — o et le point I(o, 1, 0) et ces propriétés suffisent. S a ainsi 
la forme générale 

i aul ce 
(27) {ya hae ply + vt, 

| ÉyEEU 


avec Au 0: (27) n'appartient généralement pas à H, car, lorsque t= const., 


RATÉ JE +i 


dx; dr 


dy 


[pt A. Celles qui appartiennent à H sont celles de la forme 


dépend de 


| she + vi, 
Ma WNarhy + V4, 
AR 


(28) 


«est naturellement la forme des équations (16), où y —e—o. Toute transfor- 
mation (47) est le produit d'une transformation du type (28) et de la transfor- 
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/ 


mation (27) particuliére 


| ry rT, 
(29) ey ESM a (m — ts > 
eee ge 
Wiese 
bar del : { FÉES: 
En résumé, toute transformation de & est telle que on = mo soit indépendante 
da, dx 


dy k 
de =~» pour une certaine constante m. C'est done le produit d'une transfor- 


mation (29) par une transformation de H, et réciproquement. Nous avons ainsi 
établi que la transformation générale de G est, avec t= t,=1, 
ax + 8 
"Yao" 
(30) x 


, 


ho (yz +0) 


et dépend de sept paramètres essentiels. 


8. De mème que lorsque IJ, les transformations du groupe actuel ( 
conservent le birapport de quatre points situés sur une conique F. On peut 
choisir le sommet (0, o, 1) et le côté y =o du triangle de référence de manière 
que l'équation de T soit 
(31) Jt— x? 0. 


Le birapport de quatre points M; de I est égal à celui des quatre droites IM;. 
done des quatre coordonnées a; (avec t= 1), et la transformation (30) de x est 
homographique. Par contre, le fait remarquable qui distingue le groupe (30) 
du groupe G du chapitre I est le nombre des paramètres; (30) a un paramètre 
de plus que son sous-groupe H, alors que G et H ont tous les deux six paramètres 
lorsque IJ. On observe également qu'il n'existe pas de relation de continuité 
entre H et G—H dans ce dernier cas, alors que (16) se rattache à (30) en 
faisant tendre & vers 23 — Sy. Il est clair que la permutation de Let J. qui 
caractérisait la famille G — H au chapitre I, n’a plus de sens ict. 

Ce paramètre supplémentaire se retrouve dans le sous-groupe de ( qui 
conserve tous les points d’une conique I’, donnée. Prenons celle-ci sous la 
forme (3r), avec les coordonnées 2, y1, 4, et transformons-la par (30). Elle 


devient 
kyt+ ext + 2 fat + gt — (ax + Bt)t= 0, 


et se conserve pourvu qu'on ait e=a?— hk, f= a8, g = B?; le sous-groupe qui 
conserve la conique I’, est ainsi le groupe à quatre paramètres essentiels 


z i 
15% en 
yz +0 


2 


DR ee 
CES CT A) RS 
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Chaque point de F, est invariant, pourvu que la transformation homogra- 

phique de + soit l'identité, ce qui donne le sous-groupe à un paramètre 

wpa 
(32) ieee P 5 
ly sky +h). 

Alors que, pour 1 J, il existe une transformation unique qui conserve tous 
les points de F,, qui appartient à l’ensemble G — H, et est l’analogue de Vinver- 
sion pour le groupe anallagmatique, nous avons ici un sous-groupe, ce qui 
rend impossible l’extension de l’inversion. 

Observons enfin que (29) est, pour y=o, l’analogue de (32) pour la 


conique (31). 


9. Ecart pe peux coniQues D. — Lorsque deux courbes passant par M sont 
transformées dans le groupe G, les pentes de leurs tangentes en M woffrent un 
invariant que dans le sous-groupe H, et c’est la différence de ces pentes. Nous 
l'appellerons l'écart en M. Il se définit algébriquement, et son invariance est 
algébrique. Calculons-le pour deux coniques I’, I’ d’équations 
(33) hytust+vr+w=o. 

(33!) hy+ua+vxz+w—o, 
où l’on suppose hh’ 0, afin d’écarter les coniques formées par deux droites 
issues de I, que nous appelons « coniques I singulières ». 

ca: dy } æ) Fu . \ 

oitt =| —— ) (| 2s deux € s M(a. y. ; 

Soit (2) (Zz pen lun des deux points communs M(a, y. 1) de 
ces deux coniques. On à 


, aware  oux+s — 2(hu'—ul')c+ h'—vh 
RP nt : 


h' h Ah' 

où x désigne Pune des deux racines de Féquation 

(34) (hu! — uh') a? + (hs —vhl)x + kw — wh'=0. 
Hl vient done 


(35) toes 


où le double signe correspond aux deux points @intersection de F et F’. 
= — 7/| peut s’appeler l’écart des deux coniques. 

Considérons u, ¢, w, h comme des coordonnées homogènes de Fespace a 
trois dimensions, et posons 


se “ E — it : “4 ; ‘ 
(36) cies 3 pate sna DENT 
h 2 h 2 Ae ed 
ona, de même, | 
u' "+ El — tn! w! AE LVL v! ; 
iia : ’ ye ’ hi ET a 
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et (35) s'écrit 


(37) ah ae Ve ay oe (ee eC 


ainsi l'écart de F et I’ est représenté par la distance des images ¢(&, 4, 1) 
et c'(E’, 1. 7!) des deux coniques dans l’espace des coordonnées cartésiennes 
rectangulaires £, x, 2. Dans cet espace, l'image de H est un groupe ponctuel 
conservant les distances, mais dont chaque transformation se rattache par 
continuité à l'identité à cause de linvariance de l'écart algébrique dans H. Il 
est à présumer que cette image de H est le groupe des déplacements, puisque H 
a six paramètres essentiels. Nous le vérifierons plus loin. 
Avec les coordonnées de son image, l'équation (33) de F devient 
eo — I z+ 1 


= a M% 5 
2 at 


(38) 


ET 0) 


T est ainsi rapportée à un système de quatre coniques particulières de la 
famille. soit 


I 


(39) xy 


=o, AA ESTE X=y=0. 


En coordonnées rectangulaires homogènes 2; définies par 


, ol Pa ee 
(40) So aon ee 

(38) s'écrit 

(41) we, NE Lo Xe + LNG LN 0: 


Les coniques [’ tangentes à une conique [ donnée ont leurs images c’ à la 
distance nulle de l’image ¢ de T, done sur la sphére-point c. Comme ces 
coniques, ces points dépendent bien de deux paramètres. En particulier, les 
points du cone 37+ °+f=o sont les images de coniques tangentes à la 
droite y =o, car l'image de X,=0 est l'origine {== CaO. 

Ici, nous ne pouvons assimiler le point courant du plan des coniques aux 
coniques singuliéres, comme nous avions pu le faire au chapitre fT. Au 
point M(x, y. t) on peut associer les coordonnées homogènes X; définies comme 


‘ DM - : » NP 
en (39), avec => = au lieu de x, y, et à un facteur près, soil 


sæ— € RE ne à se 
(42) X\, == 4—— \.= 4 ——) Na Asis NN 
9 Be 


de sorte que X*+ Xi+ Xi=o0. Si l’on considère les X; comme les coefficients 
+ 


d’un plan D'Xixi= 0 de l’espace des 2;. les images m des points M sont les 
1 | 

plans isotropes, et (41) exprime que les points d’une conique T ont pour 

images les plans isotropes qui passent par l'image ¢ de 1. Réciproquement, les 
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coniques [ qui passent par un point donné M ont pour images les points c du 
plan isotrope m, image de M. Deux coniques I’, I’, tangentes en M, ont leurs 
images c, c’ dans m, à une distance nulle l’une de l'autre; la droite cc’ est la 
génératrice de contact de m avec la sphère-point c. | 

Observons également que les images des droites du plan qui ne passent pas 
par I sont les images de coniques F où u — 0, donc les points du plan isotrope 
particulier æ, — ix, — 0. L'image de fa tangente à une conique I’, en l’un de 
ses points M, est donc l'intersection de ce plan et de la génératrice de contact 
de la sphère-point c avec l’image m de M. 

Les images des coniques I singuliéres sont les points à l'infini. 

Deux coniques I’, I’, d'images c, c’, se coupent en deux points M,, M, dont 
les images sont les deux plans isotropes m,, m, qui passent par la droite cc”. 
Les points de cette droite sont les images des coniques du faisceau défini 
par F, I’. 


10. TRANSFORMATION D’UNE CONIQUE L' par G. — La transformation inverse de (30) 
transforme (33) en l,, d’équation 


Ayy + ua + 0,2 + W—=o0, 


de manière que, avec les notations de (30), 
(yz +) [hyi+uri+rr+w]= hr +u rt + vx + w:. 


‘Tl vient ainsi 

hij Re 

(43) ly = au + ave + vw teh, 
w, == Gtu + Bor + dwt gh. 

6, —2aBu + (ad + 5y)o + av dw + 2fh. 


Les cordonnées &,, 41, ¢, de l’image c, de I’, sont alors 


EE a 9 Ci BP) nc rm 2 dom BS) Mick ( Cor 2 L 

7 hy kh : 

oer: plat wy op es B?)u+ (y + d)w +(ay + Bd)o+(e+g)h 
hi kh À 

ae feb 

DE he 


x 


et, par conséquent, en fonction des coordonnées &, 4, ¢ de l'image c de LP, 


nat Meur Vetere Pt ph Len 580 ee 

Ci == >. Cet an + ———— te et gr 

Ipc ta Bick yee OF tat Bia ten dt ) = 

Gags Ernie os dl outa ct Bik at ty sida dy ar 
Bee, ap — yo 2 af + yd à 3 

Le Bee aie oh ARE ANNE pa Et Bx roma 


GE ZA * 


ils 
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: à © 41e : a A 
C'est une transformation de H pour = ao — By; la matrice des coefficients 
est alors orthogonale. Dans le cas général, le déterminant de celle-ci 
vaut ( SL a ot ‘set il se réduit à , ranst : 
F se ré à 1 pour une transformation de H. Dans 1 espace 


des images, H est donc le groupe des déplacements. 
Les formules de la rotation autour de l'origine O(k = a6 — By, e= f=g=0) 
deviennent les formules d’Olinde Rodrigues en posant | 


a=p—iy, 8 =— (p—ia), es ere d=p+iy, 


où A, u., y sont des paramètres directeurs de l'axe de la rotation d'angle 


En particulier, 


ao — By = 27+ p?+ v?+ po. 


Bien entendu, il s'agit ici de rotation réelle ou imaginaire, et c'est pourquoi les 
transformations de H pour lesquelles 2¢ — Sy < o se rattachent par continuité 
à l'identité, par l'intermédiaire des valeurs complexes de ces coefficients. Par 
exemple, | 


5 = 2 
L==— 0 = 6, D = 7 ==), CES —— 0, kK= a9 — Sy -==— 7? 


correspond a la symétrie 
21 — À, = —= fh. 
par rapport à l'axe OT. 

Les formules générales (44) représentent le produit d'une rotation autour 
de O, d’une translation définie par les éléments e, f, g, et d’une homothétie de 
- ad — By ee : rs ; 
rapport —j—- En résumé, G est tsomorphe au groupe des similitudes de l’espace 
à trois dimensions, et le sous-groupe H est tsomorphe au groupe des déplacements. 

En particulier, les symétries, c’est-à-dire les transformations où les deux 
figures sont égales à une symétrie près par rapport à un plan, sont les transfor- 
mations (44), où k= — (ae — By). 


11. Une symétrie H, ,, qui conserve les deux points A, B et chaque conique l 
qui passe par eux, correspond à un déplacement des images qui conserve tous 
les points de l’intersection A des plans isotropes qui sont les images de A et B. 
C’est donc une rotation autour de A. C'est même la symétrie par rapport à A, 
car les équations (5) sont des formules (30), où 2+2=0, done 5 =0 
et cotg> =o. La correspondance que H,, établit entre les points d'une 
conique I’ passant par A, Ba pour image la symétrie par rapport à A des plans 
isotropes qui passent par l'image c del; c est d'ailleurs sur A. La relation (0) 
exprime, comme il se doit, que la translation représentée par les derniers 
termes des équations (44) est perpendiculaire à A. 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 3. 29 
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La construction du déplacement le plus général dans l'espace à trois. dimen- 
sions à l’aide de symétries par rapport à des droites est ainsi la traduction, pour 
les images, de la construction du groupe H a l’aide des symétries H,,. Une 
remarque s'impose, si l'on se rappelle l'énoncé du théorème I, puisqu'il est 
bien connu que tout déplacement de l'espace est le produit de deux symétries 
par rapport à deux droites, coupant orthogonalement l'axe du déplacement 
hélicoïdal, dont lune peut d’ailleurs être choisie arbitrairement. La contra- 
diction n’est qu’apparente, car les deux exceptions obtenues au paragraphe » 
correspondent à des déplacements imaginaires de l’espace des images. 

La première d’entre elles est caractérisée par «31, y=0, 30; le 
système (44) correspondant, compte tenu de k= 20 — Sy =1, est de la forme 


2 Ne 5? 
13 =(1—5 ride —6l+p 
(45) CEE SX 
jus Dr Sree 
xr, = 62 —iSn+f+7 
On a donc 
as 5 
C= bes BL — —; F0; D 


et l’axe A est isotrope. 
La deuxiéme exception est caractérisée par 


LEO ie Br 0; oe f 0: 20; 


et le système (44) correspondant, où & est encore égal à 1, définit une trans- 
lation isotrope 


AE 2 = - 
(46) His, MHI, EC 


D'ailleurs, il faut se garder de conclure hativement en ce qui concerne cette 
correspondance entre le groupe H et celui des déplacements des images. 
En effet, l'espace des images se comporte comme un milieu isotrope 


pour les déplacements, tandis que l'espace des coordonnées 1 7 = des 
(2 


coniques [ne l'est pas pour celles-ci: c'est ainsi que, dans les formules de 
transformation (46), = et n jouent le mème rôle dans l’espace, alors que u et « 
ne sont pas comparables dans la représentation (33) de F. Sous une autre 
forme, on peut dire que les pentes ¢ et — à des directions parallèles à fox ne 
jouent pas le même rôle dans la famille des coniques T. Effectivement, st (46) 
est la représentation d'une transformation exceptionnelle du groupe H, il n'en 
est pas de même pour 


‘er ‘- = 5 
( 46") tr iC: Ww + le, =: 


obtenue tn faisant-2 == ¢ 2=1, 3 ==) =o, f= = 0, e520, K=1 dans (44 }. 
Le théorème [est d'accord avec la représentation de (46) par un produit de 


SUR LE GROUPE PONCTUEL CONSERVANT LA FAMILLE DES CONIQUES DU PLAN. 223 


deux symétries par rapport à deux droites (7): cette representation vaut done 
aussi pour toute translation isotrope et, en particulier, pour (46). Le mème 
genre d'observation s'applique à (45). 


12. ConiQues TP INVARIANTES DANS UNE TRANSFORMATION DE G. — La recherche de 
ces coniques équivaut à celle des points de l'espace qui sont invariants dans une 
transformation du groupe des similitudes. I] existe généralement un point 
invariant, unique, si le rapport de similitude diffère de 1; s’il s'agit d'un dépla- 
cement, il n'y a aucun point invariant à distance finie, ou il y en a une infinité. 
I n’est pas sans intérêt de retrouver ces résultats à l'aide du système (43), car 
nous pourrons en même temps préciser quelques points de détail. 

Les coniques F invariantes pour (43) sont celles qui sont fournies par fe 
système d'équations 


(47) w= yu, “= Ze, w= Ys hy=xh, 


done 7 = # si ho. Les coniques F autres que les systèmes de deux droites 
passant par I sont ainsi déterminées par le système des trois équations homo- 
gènes à quatre inconnues u, v, w,h 


| (a — fu + ay + vw eho, 
(48) 2aSu + (ad + By —k)v + avdw + 2fh-— 0, 
| Sut Bd + (9 — k)w + gh == 0. 


Si — 0, y est quelconque, et lon a le système à quatre inconnues &, +, 4. 
7, linéaire et homogène en u, ¢, sv. 
(2 — y) ut ave + Pw — 0. 
(49) 225u + (29 + SY — 7)" +2; Ow = 0, 


S7u + 6 ov + (0? — 7) w= 0. 


. . , . S ES : * ry » £ ova By 

La discussion de (48), où # a une valeur a priori indépendante de x, 5, 7. 6. 

fournit en même temps celle de (49). On a done une conique F invariante 
unique lorsque la matrice des coeflicients de (48) 


4° — ‘fe ar sé V2 
i) NET ECE . ery of 
(50) 2243 20+ Bv —h ae > 1 
oe 59 5h || 


est de rang 3. Pour une vraie conique F, c'est le déterminant formé par les trois 
premières colonnes qui importe: il est égal à 


D(k) = — A+ (22+ 624+ a6 + By) At (29 — 5) (224 Ba 29 + Sy yh + (29 - LS 


donc, en posant a — by = K, 
(51) D(4)=— (KAR) Ma tates aspka ht}, 
pm 12 282 


» . * 1 . s i is r 2 
(7) Ces deux droites sont parallèles, non isotropes, el perpendiculaires à la translation isotrope 
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Le rapport de la similitude étant T° D(#) =0 lorsque (43) est une transfor- 


mation de H, correspondant à un déplacement: comme prévu, ou il n'existe 
alors aucune conique invariante ayant une image à distance finie, ou il y en a 
une infinité. (51) fournit aussi deux autres valeurs de k, généralement diffé- 
rentes de K, donc fournissant des similitudes pour les images, pour lesquelles 
la réponse est la même. Le crochet au second membre de (51) s'écrit 


12 — JET -- K|s+k= k— 2(2p°— K)k+ K:, 


où p est l'un des éléments des formules d'Olinde Rodrigues, lié à 
K>= 7+ p+ %+ 0° 
par la formule 


p? = KK. cos*=- 
oh} 


Ce trinome s écrit donc encore 
k?— 2kK cos0 + kK? 
; FRE k 
et s’annule pour les deux rapports de similitude = 


généralement imaginaires et, par conséquent, sans intérèt lorsqu'on s’en tient 
aux transformations réelles du groupe G. Cependant, elles sont réelles 
lorsque 6 est un multiple de =. Il s’agit alors de transformations du 
groupe H(— 0), ou dont le rapport de similitude vaut —1(9=7). Effecti- 
vement il existe dans l’espace des similitudes de rapport —1 et qui ne 
conservent aucun point à distance finie. Ce sont celles qui équivalent à une 
symétrie par rapport à une droite D multipliée par une symétrie par rapport a 
un plan P parallèle à cette droite. Toute similitude équivaut à un tel produit, 
où D et P sont quelconques; si P coupe D, le point d’intersection est le point 
invariant unique; si P contient D, tous les points du plan Q perpendiculaire à P 
suivant D sont invariants; d’ailleurs, la similitude équivaut alors à la symétrie 
par rapport à Q. Effectivement, lorsque > — 0, 


— c=", Ces valeurs sont 


D(k) =— (K—K)(k+K)% . 


et, pour la racine double & =— K, le système d'équations (48) en u, 6, est de 
rang 1; il est done ou insoluble, ou équivalent à une seule équation. La trans- 
formation (44) correspondant à ce dernier cas conserve toutes les coniques r 
d'un réseau linéaire, dont les images sont justement les points du plan de la 
symétrie correspondante. 


13. Terminons par une représentation, remarquable dans l'espace des 
images, de la figure formée par une conique F divisée harmoniquement par 
deux autres. On a le 
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THÉORÈME. — Pour que deux coniques V,, 1 ,, d’images C,, C,, déterminent une 
division harmonique sur une conique Y d’image c, il faut et il suffit que 


ake 
Pangle c,cc, soit droit. 

Le bipoint d'intersection (A,, B,) de Tet Ty a pour image le couple des 
plans isotropes (a,, 6.) qui passent par la droite cc,; pour que (Aq, B,) soit 
conjugué harmonique, sur F, par rapport au bipoint (Ay, B,) commun à F 
et P,, il faut et il suffit que la symétrie Hy, y, conserve (A,, B,), done que, dans 
l'espace, la symétrie par rapport a la droite ce, conserve le couple (a, b,) et, 
par conséquent, la droite cc,. La condition, est l’orthogonalité de ces deux 
droites. CA.0.. Fs. Ds 

Par exemple, pour que F soit divisée harmoniquement par F, etF,, en même 
temps que F, par Pet F,, il faut et il suffit que les deux angles ¢ et c, du 
triangle cc, ce, soient droits. Ce n’est possible avec des coniques non exception- 
nelles, dont les images sont à distance finie, que si la distance cc, est nulle, 
done si F et F, sont tangentes. Dans ces conditions, il faut et il suffit que c, soit 
dans le plan isotrope qui passe par cc, : les c, sont les images des coniques de la 
famille qui passent par le point de tangence de T,T, re que Det dépendent 
effectivement de deux paramètres comme ces coniques. 

D'une manière générale, montrons que le nue des deux bipoints 

ae as 


intersection (A,, B,), (As, B.) est — Ter = où — cotg?- =, suivant l'ordre 


des deux points d'un bipoint. En effet, bepreetnlons it ot l'équation (33) 
Pent —— i, ee par l’équation semblable de coefficients h;, u;, vj. w:. L’équation 
aux absersses des deux points A;, B; est 


(52) (hu;— uh;) a? + (hs; vh;) x2 + hwi— wh;= 0. 
Le birapport R = (A. B, ; Az, B.) est égal à celui des deux racines de 
r équation (52) d'indice <= 1 avec celles es l'équation d'indice t= 2. On sait 
que si ces équations sont écrites 
4, 2° + 25;r + Vi 0, 


R est donné par 


|= henge 221 — 26:65: | À 
R—1| Var: — 37) (ar — 83) 


Avec les coordonnées des images, le numérateur 


(hu, — uh;) (As: — WA) + (Aw, — why ) (Ruy — uh:) — - = = (Ai — vh,) tae —vhy) 


devient As ee eg 
Boss tive 1) Ea ak (mn) Se 5) 

— CI BAO Te ae ae OE == 
2,—2—1(%:— 7) Ê | aes a ee 
De Se du 2e , > (<2 - 


Beh eco oe) Co) (ue A ti) ete) (Oe 0 
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En égalant les deux indices, on en déduit 


1 = 

ae I paypar,;e ENS et ake ay es _H?h? Fer 

au op a — ger) Gun} NE RE hj cer. 
3 À 

done 


=] COSe, Cle |. 


14. [n'est pas sans intéret de vérifier Visomorphisme de H avec le groupe 
des déplacements de l'espace, et celui de G avec le groupe des similitudes, à 
l'aide des transformations infinitésimales. Les sept transformations infinité- 


simales du groupe des simililitudes sont 


sh of yp. 01 y ue of 
| Les on Pee a fée Se 
saa LEE _Of » sur of LE Of as Of 
{994 est Ais : Oy’ ies LR F2 sh 50 Vee i ? rs 
| D OUR NT es J 


et sa structure est fournie par le tableau 


ae Irene By aes Oa eee recipe 
Ch RE) ee ah, re si f, k, h est toute permutation 
circulaire de 1. 2, 3; 
(51) Tal AA KT (EST 22a )s 
CTARPE Cio iy À sir, kh, A est toute permutation 
circulaire de 1. 2.53 
| CTS tee (R;, S)=0 (ét Aas he 


On forme les transformations infinitésimales de H en donnant des valeurs 
infiniment petites aux coefficients 3, y, e, f, g des équations (16), avec o=1 
et g=site, où ¢ est un sixième infiniment petit. Dans ces conditions, 
a — $v =1 +2 en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur. Pour te 


groupe G, on complète avec le coefficient Æ£de Fexpression (30) de y,, infini- 


ment voisin de 1; pour que le rapport de similitude se Soit assimilable 
a 


a ie, où ce! est un infiniment petit, on prendra *= t+ 2+ 2’. Avec ces 
hypotheses, (30) donne les variations 


oes eres By reat sf +4 


- vo (ee Tyre ovary + em + 9 fat ee... 
(t+ 2)" : (ie « ; 


où Pon ne conserve que les éléments du premier ordre; en associant les trans- 
formations infinitésimales aux paramètres g, 2/, ¢, 3, €, —+, et 2’ dans cet 


ys 
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99> 
aes 


ordre, le groupe G est représenté par le tableau 


| 1 of yf 
HT H, == =", = sth 
ay’ Ie 1 d) ET, = T ay’ 
i¢ : of no’ of of ) 
{.).) K, = —— 0 | ae = —* PE Oe ICONS Zan Of 
| Or “an Os DIE Je a 
df 
LT. 

Ms Oy 


Les deux premiéres lignes forment le groupe H. Les équations de strueture 
sont 
(15, 1th.) Wate SE 
(iia hy) S= 0 (tas 
CHR CN IR) ==, (LL, K:) = (Ra. Hy) =, 
CH. RK) = (Ki, Hy) =o; 
(Mea es ee (K:. K:) = kg. (K,. K:) = 2k. : 
Pet hE Le HE OSS fy == (ne 


(56) 


If s'agit de remplacer les transformations du tableau (55) par sept combi- 
naisons linéaires et homogènes X;, à coefficients constants, de manière que les 
coellicients de structure des X; soient ceux du tableau (54). La déterminatiou 
de ces combinatsons est facilitée par les équations (44) qui représentent la 
transformation de l'image de la conique F. La translation de cette image y est 
représentée par le vecteur de composantes e — g, (e+ g), xf. avee kr, ce 
qui nous amène à lui faire correspondre le sous-groupe des H; de G, et à rem- 
placer ces H; par les combinaisons linéaires 


(37) N= H.-H Xi (Hertel), NON. 
Comme les (T;, T;), les (Xj. X4) sont nuls. 


Le sous-groupe des K; correspond de mème à celui des R; et La S. Rem- 
plaçons done les K; par les combinaisons 


(58) ¥= > 0/h, (faz, 2, 3) 


= 


et L par Z= 41, où les 9/ et 4 sont des constantes inconnues, de manière qu'on 


ait 

(59) NAN Se Ap Se AY fr EX; 
comme dans les troisième et quatrième ligne de (54). et 
(60) (NAN: 

analogues aux (T;, S)= T; du même tableau. 


La comparaison de (60) avec la dernière ligne de (36). compte tenu des 
expressions (57). donne tout de suite 9 = 1 et il reste à déterminer les 07, 
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A l'aide des mêmes équations (56) et (57), formons d'abord les (X;, K;) : 

(X,, Ki (hs Ki) — Oh, B= — Se 

(X,, Ke) = (Hs, Ke) — (Hh, Ke) =— (Ha + Mi) = EX, 

(X,, Ka) (Hs, Ky) — (ih, Ky) — SH — Mh 
(X, K;) = — 2, =— Xs, 
(Xe, K,) == — (I — H,) =— ENG 
(Na, Ky) 2 7X. 

(Ne Ky) =— 2h, (Ns Ra) = 0, Nay Kay alls. 


Il vient alors 


Y= PMO. K;) = (02X hc wxeo, 


y= 


d'où résultent d'abord les valeurs 97 = 0, 0, +0; —0. Ensuite 


# ne 
cu, HA kj Deg matt 
3 jess 2 
donne | “ 
Shite + F% e —@=i, done “Hi Ota = 


L'égalité (X;, ree = — a ot est ‘alors satisfaite. On doit avoir r de même. 


+ 


(X, ¥) = TMOG, hy) SIX Ub Xe 2 a en 
j= 


x 


Vee bets ji Os Pa ETS eet of = 1.3 2siots eal 


Eat UE TRUE sd. bites athe SOM SE A ee ot igs 


a. stinkin ans riled : “sek 
te. >a 
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 (X, Ys) =o s'ensuit, et la structure du tableau (54) doit être celle des trans- 


formations 

bs X,= H;— Hy, X.—= 1(Hy+- Hi), Ne 2H; 

+] * 

(Gr) Yi=-(K.—K), Y= = (Ky + Ki); ?Yieseerks 

» 7 if 
| els 


L'égalité des coefficients fournis par les parenthèses (Y;, Y;) et (Y;, Z) avec 
__ ceux que donnent (R;, R;) et (R; S) se vérifie immédiatement. 


* 


‘= 


"ned a Les nee 
> = *- EL Le Lu PATES 


> 


SUR 


CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS 
DE TYPE POSITIF © 
Par M. C. T. IONESCU TULCEA. 


— eS + es 


L. Inrropecrion. — Dans ce travail nous étudions certaines classes de fonctions 
qui contiennent en particulier Jes fonctions de type positif usuelles définies sur 
un groupe localement compact ct les fonctions complétement monotones intro- 
duites dans [15]. 

L'introduction de ces classes de fonctions nous a été suggérée par la lecture: 
d'un article de Béla Sz.-Nagy | 17], Les méthodes utilisées dans la suite sont 
inspirées, surtout par celles employées par H. Cartan et par R. Godement dans 


[4] et [9]. 


2. DE&FINITIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES CONCERNANT LES MESURES DE RADON (?). — 
Nous désignons par G un groupe localement compact, par S, un sous-espace 
localement compact de G et par m, la restriction à S d’une mesure de Haar de G 
invariante à gauche. On supposera : 


(1) S stable et contenant l’unité e de G: 

(2) S muni d’une application continue &æ > x* de S dans S vérifiant les 
relations (xy)*=7"*x*, s**= 3 quels que soient x, y, :€S;: 

(3) At={a*|xeEA} m-localement négligeable si A est m-localement 
négligeable ; 

(4) m(V)> 0 pour tout voisinage compact VCS de e. 


Soit M(S) l’espace vectoriel des mesures de Radon complexes définies sur S 
à support compact; pour toute mesure {4 on notera avec S(u) son support. Si pv, 
TS 
(:) Les principaux résultats de ce travail ont élé exposés dans une Note : fonctions de type 
positif (C. R. Acad. Sc., 1. 243, 1956, p. 1389-1392). io zit! 
; (2) Pour les notations et les notions concernant la théorie de lintégration utilisées et non expliquées 
dans le texte, voir [2]. 
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v, 2eM(S), on peut définir les mesures pv et 5* par les égalités 


(5) fre dpo(2)= ff Hay) dec) dr) pour fEeX(S) 
et 
(6) fr) Co (2) Rice ) dè(r) pour fEek(S). 


DR . . = 1e dr SET \ IN a s ++. Fe 
| signifie toujours f ; 6 est définie par l'égalité 0(f) = Ô( f). On constate faci- 
Ç S 

lement que S(uv)—S(u)S(v), SC)=S()" et que muni du produit (p, ¥) > pv 
et de l’involution à > ¢*, M(S) devient une algèbre involutive ayant pour unité la 
mesure ¢,. Pour toute uEM(S) et @ES on désigne par y, la mesure ¢, 4; 


(5) [fords f fue) dat) pour fEA(S). 


Remarquons qu'on a pus —( Uy Ja et (3).= (82): 

Soit L(S) l’ensemble des mesures appartenant à M(S) de la forme g.m (*), 
où g est une fonction m-localement intégrable ; on supposera toujours g(æ)—0 
si rES(g.m). Siu, vEL(S) et p= g.m, v=h.m, on à uy—u.m, u étant 
définie (presque partout) sur S par l'égalité 


u(y’) = a(x) hr) ae): 
6 


Si 2EL(S) on démontre à l’aide de (3) que ¢* EL(S). Il en résulte que L(S) 
est une sous-algébre involutive de M(S). Pour v., », 7EL(S) les égalités (5) et 
(6) restent encore vraies pour f m-mesurable et m-localement bornée (5). 

Siu— g.meL(S) alors, quel que soit a@ES, on à pour fE K(S) 


und f) = f flax) ao) dx = [ fle) gra) dr = [ Se) Eas) dm(x), 
G G 
où g(æ)—0 si r—aS(v) et g(x) = g(a tx) si reaS(y). Il s'ensuit que 
u.4€L(S) si u EL(S) et, par suite, que l'égalité (7) reste valable pour f m-mesu- 
rable et m-localement hornée. On déduit encore des relations précédentes 
Pinégalité 


|| Pa— pr ec fête) — $(b 2) | dx pour «,bE€S et p=g.meL(S). 
( 


(+) La mesure g.m» est définie par les égalités 
gem(J)= f flx)g(x)dm(x) pour /ex(S). 


(+) Pour une fonction f définie sur S on pose fia) =f(2)siveS et f(x) =o si r€S; dz est le 
symbole d'intégration par rapport à la mesure de Haar de G, considérée. | 
(+) f est m-localement bornée si pour toute partie compacte K cS il existe une constante c(K) telle 

que m( {x||f(x)| > c(K)}nK)=o. 
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Donc l'application a — u, de S dans L(S), muni de la topologie définie par la 
norme u. + || || est continue (*). 

Pour toute partie compacte KCS on désignera par L(S, K) l’ensemble des 
mesures %EL(S) telles que S(v.)CK. Muni de la norme 4 + ||, L(S, K) 
est un espace de Banach isométrique à l’espace L'(K, m,) des fonctions définies 
sur K et intégrables pour la restriction my de la mesure m à K. Sur L(S), 
réunion de la famille filtrante des L(S, K), considérons la topologie d'espace 
tonnelé limite inductive des topologies des espaces L(S, K). Désignons par 
L'(S) le dual correspondant de L(S). Si g est une fonction définie sur Sa valeurs 
complexes s-mesurable et m-localement bornée, la forme linéaire a’ définie 
par l’égalité 


(8) (pe) =f g(a) du(x) pour toute peL(S), 


appartient à L'(S). Réciproquement toute x’ EL'(S) peut s écrire sous la forme 
(8), où g est une fonction m-mesurable et m-localement bornée. Ce résultat est 
immédiat si S est compact; la démonstration dans le cas général repose sur un 
théorème de R. Godement (*). 

Soit F un ordonné filtrant de fonctions m-mesurables tels que pour tout 
compact KCS il existe une constante c(K) vérifiant la relation 


m({x|.|f(æ)|>c(K)}nK)=o 


quelle que soit fe. De la continuité de l'application a — y, on déduit la : 


Proposition 1. — Si F converge faiblement vers g, on a pour toute 1€ L(S) 
im. f f(r) due) = fete) du(x) 
SEF 


uniformément sur tout compact. 


IL suffit de remarquer que les applications a | f(az) du(æ)(fé#) sont 


uniformément bornées et équicontinues sur tout compact. 

Dans la suite de cet article on désignera par U(e) un système fondamental de 
voisinages de e, pour tout VE(e), par y, une mesure appartenant ECS). 
positive de masse totale 1 et de support contenu dans V et par AC l'ordonné 
filtrant { py | VE D(e)} (nous posons MOD St oy VG). 


3. REPRÉSENTATION INVOLUTIVE DE S. — Une représentation involutive (r. i.) des est 
un ensemble {H, U,}, où H est un espace hilbertien et s > U, une représentation 


(*) Le produit sv de deux mesures }4, ? est un cas particulier du produit de composition défini 
dans [11]. Remarquons que M(S) et L(S) peuvent être identifiées à des sous-algèbres des algèbres 
correspondantes de G, ce qui donne le moyen d'obtenir la plupart des propriétés formulées plus haul. 

(7) Pour des résultats semblables et pour le théorème de R. Godement, voir [7]. 


16% 
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fortement continue de S dans l'ensemble £(H) des opérateurs continus de H, 
telle que U,,= U2. Une r.i. | H, U,} est trréductible si les seuls sous-espaces 
vectoriels et fermés de H invariants par les U, sont H et {o}. Une représentation 
involutive simple (r.i.s.) de S est un ensemble | H, U,, a}, où {H, U,i est une 
r.i. de S et a un élément appartenant à H tel que l’espace vectoriel fermé 
engendré par les U,a soit H. Si {H, U,, a! est une r.i.s. on constate immédia- 
tement que U.=I. Une r.1.s. {H, U,, a! est wrréductible si {H, U,} est irréduc- 
tible. Soit {H, U,, a} une r.i.s. de S: la fonction f définie sur S par l'égalité 
f(s)=(U,al|a) est la fonction caractéristique (f. c.) de {H,U,, a}. Une fonction 
f est élémentaire si elle est la f.c. d’une r.i.s. irréductible. f est normée si 
J/(e)=1. SiS est abélien, on démontre comme pour les groupes, qu’une f.c. f 
est élémentaire et normée si et seulement si fo, f(st) = f(s) f(t), f(u*) = f(u) 
quels que sotent s, t, u ES; on verra d’ailleurs au paragraphe 4 qu'une fonction 
continue satisfaisant aux relations précédentes est la f.c. d’une r.i.s.. Deux 
r.i.s. {H,U,, a} et {H', Ul, a} sont ésomorphes s’il existe une application 
isométrique w de H sur H’ telle que u(a)— a’ et Uou we, pour tout s5€$. 
Pour que deux r.i.s. soient isomorphes, il faut et il suffit que les f. c. corres- 
pondantes soient identiques. 

Soit {H, U,} une r.i. de S. Pour toute m&M(S) désignons par U, l'opérateur 
défini par les égalités : 


(Usx|7) = [(Uzin) du(s) (x, y EH). 
y.—> L, est une représentation de l'algèbre M(S) dans £(H) telle que Hé Ut 


Pour toute fonction continue fa valeurs complexes définie sur S et » @M(S), 
désignons par f¥ la fonction définie sur S par l'égalité 


(0) fer) = ff (70) da(s) du(t). 
De (9) on obtient facilement les égalités 
(af + Be)t== 2 fe+ Ber et he (h*y? 


quels que soient les nombres a, B, les fonctions continues J, gh et les mesures 
A us : . 5 

2, v, 5EM(S). Si} H, U,, a) est une r.i.s. deS et fest la fic. correspondante, 

alors 


(10) f(x) = (Uz,Uya| Una) pour ES et peM(S). 
/ ax , : DE : y 1 S ‘ 1 — 4 
4. FoxcrroxS be type postr. — Une fonction / définie sur S à valeurs 


complexes m-mesurable et m-localement bornée est de type positif si, pour toute 
'y. € L(S), 


(11) ff Foro das) TOR 


Soit 0 un recouvrement de S par des parties ouvertes relativement compactes. 
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Pour toute famille R= (r(A))ieu de nombres _~1, soit P(R)(*) la classe des 
fonctions f de type positif, vérifiant Pinégalité 


(12) i] f(stavat) du(s) du(t) = (A) ff J (svt) du(s) du(t) 


pour wEL(S), AEVet cea. 
S'il existe une partie V. ouverte et relativement compacte. telle que 


AA oe" 
| ] V'— S. alors pour qu'une fonction f de type positif appartienne à une 


eal 
classe PCR), il faut et il suffit que l'inégalité (12) soit vérifiée pour une cons- 
tante M convenablement choisie [a la place de r(A)]. pour meL(S)etae\. SI 
fest continue, les inégalités (11) et (12) sont équivalentes avec les inégalités 
qu'on obtient en remplaçant les mesures € L(S) par des mesures HEM(S) 
ou bien par des mesures à support fini. 

Une fonction de type positif n'appartient pas nécessairement à une classe 
P(%). On obtient un exemple si l'on prend | 


Sat s=s et f(s)= fete dt pour tout s€S. 
Chaque classe P(@) peut être identifiée à une partie de L'(S). Si l'on 
remarque que 


free) du(s)du(t) = [rc du nu) 


et 
(| f{sTatat) du(s) du(t) =f flu) dise ba (tl). 


on déduit que chaque classe P(W) est faiblement fermée dans L'(S). 
Voici deux des exemples de fonctions du type considéré : 


a. SiS=G et s*=s* pour tout séS les relations (11) caractérisent les 
fonctions de type positif usuelles. Dans ce cas toute fonction de type positif 
appartient à P(&,), où Ro = (ro(A) heu et (A) = 1 pour tout AED: 

b. Supposons S abélien et s"—s quel que soit sES. Pour tout sé S, soit T, 
la translation 2 > as. Nous disons qu'une fonction f définie sur S à valeurs 
complexes est complètement monotone ([15]. p. 578) si quels que soient. 
pentier 1, 2(1),---, A(p) entiers positifs, s(1)..--. s(p) éléments de S et 


xES,ona 
(A Te OU — T° geo {l — Tap tf (©) 0. 


D'après un résultat de A. Nussbaum (lemme 1, [15], p- 579), toute fonction 


(8) Pour un semi-groupe discret S, qui n’esl pas partie d’un groupe, on peut encore définir les 
classes P(%) et obtenir des résultats analogues aux théoremes 1, 2, 4, 5, 6 et 7. 
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complètement monotone appartient à P(%,). Il est facile de constater que si | 
l'équation s’— + à une solution dans S quel que soit t€S, P(,) coincide avec 
la classe des fonctions complètement monotones. 


Tuéortme 1. — Une fonction f appartient à une classe P() si et seulement si f W 
coïncide localement presque partout avec la f.c. d'une r.i.s. {H;, Us, ap) deS. |e 
La r.i.s. {H}, U,, ar} est déterminée à un isomorphisme près. 


On vérifie que la condition est suffisante par un calcul direct. L'unicité de la M 
r.i.s. résulte d’une remarque précédente. Il reste à montrer que la condition [M 
est nécessaire. Pour ce faire posons pour x, vEL(S) 


ab} ff 60 d5(s) due) 


L'application (u, v) > (uv), est une forme hermitienne positive sur L(S) et 1 
pour a€AEWVona | | 
(13) (Bal Ba)r£r(A)(HT B)s- 


Soit maintenant N;—{u|(u|u);—=0o} et u-> f(x) l'application canonique de | 
L(S) sur L;— L(SYN;. Munissons Ly d’une structure d'espace préhilbertien M 
en posant 


HIF) = (HI); pour f(z), JOEL, 


et désignons par H, l’espace hilbertien complété de Ly. Pour aesS et f(y.) EL,, 
posons 


UyaS(H) =S(Pa)- 
U,,, est une application linéaire de L; dans L;, et, d’après (13), 
UpellZe(A)? si aedeD; 
il s'ensuit que U,,,, est prolongeable à H, et l’on constate facilement que 
Uy-=; Uy as=Uy,aU fs; Uy,-#= U; « 


quels que soient a,b,cesS. De Vinégalité (13) on déduit encore pour 
a, bEAEV, | 


Ue fe Ua fe) =H tue) 2 fs) ler (A) Il pe pall 


Il résulte que a-> U,,,, est fortement continue; donc {H,, U;,,} est une r.i. de S. 
Remarquons maintenant que | 


limsuplifO)<2 et tim IFOO= fF) dec) 


quelle que soit »EL(S). Done p + f(x) a une limite faible a,EH, suivant | 
l’ordonné filtrant UM et a, vérifie évidemment l'égalité 


(14) (Mu) lane= [fy daly) pour toute y. 
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On déduit (f(p)| Uy sap)p= [ (sr) dur) pour s€$ et HE L(S) et en inté- 
grant par rapport à v 


(19) [ (fu) | Ur sar) dy(s) SEG KM yi 


eu 


Des égalités (14) et (15) on obtient 
fe |Upsar) ds) = (f(r) ay) p= fo a9 


et, par suite, /(s)—(U,,a,|a;), localement presque partout. Pour achever la 
démonstration du théorème il suffit de remarquer que, d'après (15), l’espace 
vectoriel fermé engendré par les U, ,a; coincide avec H, (°). 


Remarques. — 1° D'après le théorème |, toute fonction f appartenant à une 
classe P(#) coincide localement presque partout avec une fonction continue. 
On identifiera /, dans ce qui suit, à la fonction continue (unique) avec laquelle 
f coincide localement presque.partout. 

2° Si fest la f. c. d’une r.i.s. ;H, U,. a}, alors fEP(R), où À —(r(A)hier 
si et seulement si, quels que soient AED et sE A. ona ge 


1 


(16) | Us |i =r (A) 


En effet, de (16) on déduit pour toute suite (c;) de nombres complexes, toute 
- suite (s;) d'éléments de S. AE Vet sEA, 


> CSS) | HD) (PF Ua) | < r(A) | > cils 


= (A) S67 f(575;)- done feP(&). | 


» 


Réciproquement, si fEP(H), des relations précédentes on tire l'inégalité (16). 
car l’ensemble des sommes >) cjU,,a est dense dans H. Si {H. U,} est une r.1. 
de S telle que les U, vérifient les relations (16), a€H et f(s)=(U,a| a) pour 
 sEeS le raisonnement précédent nous montre encore que fEP(R). 
‘3° La remarque précédente et Fégalité (10) nous montrent que si u€ M(R) 
et fEP(R), alors fEP(A). 
4° Si fEP(R), onal f(s) LZr(AŸ f(e) pour se A: en effet 
[f(s) | =U peer ler li Url SE 


On en déduit qu’une partie BC P(#) uniformément hornée à l'origine est uni- 
se 7 Sn Annes 
formément bornée sur toute partie compacte : done faiblement bornée dans L'(S). 


r ess à mF — = 

(®) Pour le cas S = G et s+= 5“! pour seS, voir aussi : I. Getraxp et D. Rukov. /rreductble unt- 

tary representations of locally bicompact groups (Mat. Sb.. 1. 13, 1943). 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 3. 


9 


ol 
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Pour deux fonctions f, g de type positif on écrira 


(17) SE8 


si f— g est de type positif. | 
Tutonime 2. — Si fest la f.c. delar.i.s. | Hy, U,,as'esif>gilexiste un fj 
opérateur A, positif et majoré par 1, permutable avec les U,.. tel que pour tout sES 


ona 
(18) o(s)=(AU,.ar ur)r: 


Soit uw l'application linéaire f(y.) > g(u) de L, dans L,: uw est continue et, 
par suite, prolongeable comme application linéaire continue de H, dans H.: 
Considérons la forme hermitienne positive p(x, y) =(u(a)| u(y)), définie sur i 
H,<H,. Pour xeH,, p(x, x) <(x|x),; donc il existe un opérateur A tel que }) 


Oz Zo p(z;, xy) = (Azly)s pour xr. y€H,. 


En particulier, ona 

(Ug.8 (2) 180%) = AU A) [FOV 
d'où l’on déduit (18). On a encore 

(AU rs f(2) FO) = (Ups Af() SOIL 
d’où il résulte que A permute avec les Uy... 


Remarques. — 1° Si feP(), il s'ensuit de (18) que gE PCR). 
2° On déduit encore de (18) que g est limite uniforme sur tout compact de b 


fonctions de la forme Ÿ Cic; f( 5; ss;). 


5. UN THÉORÈME DE CONVERGENCE. 

Proposition 2. — Soient fEP(R). A, BED et 1EA, sEB. Alors ona 
(19) | f(t) — f(ts) PZ ar) fle) (fle) + 1 (B))/2 — R(s)) C9): 
Soit {H, U,, aj une r.i.s. de S dont fest la f. ¢. Alors 
f(t) fus) PE =| CUCU, Ua] a) PZ || Cel P| (le Ura PiaelPae(A) fle ell 

+|[ Us Hell — 2Rf(s)) <2 (A) f(e) (f(e) (1 + £(B))/2 — Rf(s)) & 

et, par suite, l'inégalité (19) est démontrée. | 

Dans ce qui suit on supposera (ce qui, d'après (16), n’est pas une restriction) ( 
que le recouvrement D contient le système fondamental Q(e) de voisinages de e ' 
et les fanulles R=(t(A))rev définissant les ensembles P(R)sont telles \ 
que lim r(A) = 1. ws 

set 


(1) Sis =:r +17, alors Rz = x. 
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TRÉORÈME 3. — Pour qu’un ordonné filtrant 5% CP( À) converge uniformément 


sur tout compact vers une fonction gEP(U), il faut et il suffit que F converge 
faiblement vers g et que lim sup /(e) < g(e). 
fEF 


Soit KCS une partie compacte et o << ¢ 1. Choisissons un entourage U, de 
la structure uniforme induite sur S par la strueture uniforme gauche de G tel 


que 

(20) (2. y)EUN(U(K) x U(K)) implique | g(.c) — g(x)! Ze: 
(21) U(e)evi(e) et c( U{e))\221-- =; 

(22 L =) (2. ¥)|yExrVin(SxS). où V est un voisinage de ¢ dans G. 


On constate facilement que si seSAV=U(e), alors (3, ss)EU quel que soit 
:€S: si 36K. alors ssEU(K) et, par suite, | ¢(s) — g(ss)| Ze. 

Choisissons maintenant une mesure appartenant à L(S). uo de masse 
totale égale à 1 et telle que S(4) CSN ¥. On peut supposer. sans aueune restric- 
tion, que Fensemble | f(e)| fe! est borné: alors les fonctions appartenant a 
$ sont uniformément bornées sur tout compact et, par suite, 1 existe (prop. 1) 
f-€§& telle que si f= f. (**) on a pour tout :EK. 


(23) | fre dus) — [ ets) dads) 


PT 


Remarquons que, quel que soit sES, | f(s) — g(3)| est majoré par 


(24) | f (e(s8) — JS) dps) +| f (F(3) — SES) de(s) : 


ee | f (2(2) — g(5)) du (s) 


D'après l'inégalité (23), le premier terme de la somme (24) est majoré par ¢ si 
:eK ct ff; ilen est de mème pour le second, car S(H)CSNY. I reste à 
évaluer le troisième terme. Pour ce faire choisissons A,. .... - \, EV telles que 
A,U...UA,>K et soit M=2sup}r(A,), .--, r(A,)!. Mors on a pour :€k, 
seu(e)et f > f. 
(fs) — f(s) LM j(e)(f(e)( + e(U (e)))/2 — Rf(s)) 
ZM f(e)(f(e)(1+ 2) — R f(s)) LM(g(e) + a (ge) + sta + €) eR f(s)) 
ZM(gle)+:)(g(e)e+(i+e)s + a(e) — RFC) | 


et, par suite (en appliquant l'inégalité de Schwarz). 


Lors) es de(s pra M(g(¢) +i)(g(e)s +26) 4 fisc = Rfis)) dacs). 
Mais, pour f= f.. 


fe) — &f05)) dus) fe ~ Kar dps) #} (a gis UE UP TANS Poser 
| Se Tacos aia a 
(1) Il s’agit de l’ordre de Vordonné filtrant F. : 
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Donc pour f= fz et EK, ona 

If(s) —g(3)| 298+ AMF (g(e) +4) 
et, par suite, le théorème est démontré. 


Remarques. — 1° Le théorème 3 étend aux classes P(&) un résultat démontré 
par D. Raikov [16] pour les fonctions usuelles de type positif définies sur un 
groupe localement compact. 

3° Du théorème 3 il résulte que sur toute partie LC P(&) telle que fe)= ge) 
pour f, gE= la topologie faible coincide avec la topologie de la convergence 
uniforme sur tout compact. 


6. UN THÉORÈME D’APPROXIMATION CONCERNANT LES FONCTIONS APPARTENANT A UNE CLASSE 
P(@). — Considérons une classe P(%) et soit 


| P(R)= I fl feP(B), fle) a1}. 


P(2) est le cone de sommet O engendré par P,(#). Nous disons qu une partie 
QcP,(%) est régulière si : 

(25) Q est convexe; 

(26) fEeQ et fo implique //f(e)EQ:; - 

(27) feQ et f> g implique geQ. 


Proposition 3. — P, (3) est une partie régulière faiblement compacte. 


La vérification des propriétés (25), (26) et (27) est immédiate. Pour 
démontrer que P,(%) est faiblement compacte, il suffit de montrer que P,(&) 
est faiblement fermée [car P,(R) est faiblement bornée et L(S) est tonnelé]. 
Soit done FC P,(R) un ordonné filtrant convergeant faiblement vers g; P(&) 
étant faiblement fermée, ge P(@). Il reste à montrer que g(e) 1; or si 
g(e) >1 on déduirait du théorème 3 que # converge uniformément sur tout 
compact vers g. Done g(e) Z1, ce qui contredit l'hypothèse g(e) >1. 

Pour toute partie régulière QCP,(&) désignons par A(Q, À) l'ensemble des 
fonctions élémentaires normées appartenant à Q. Nous posons A(%) au lieu 


de A(Q, @) si Q =P, (U). 


Proposition 4. — Pour qu’une fonction f= 0 appartenant à une partie régu- 
lière Q soit un point extrémal de Q, il faut et il suffit que fe A(Q, &). 


Ce résultat se démontre comme la propriété analogue des fonctions de type | 


positif usuelles. On peut utiliser une remarque de N. Bourbaki ([3], chap. I-IT, 


p. 82-83) pour montrer qu'une minorante arbitraire d’une fonction fEQ est un 


multiple scalaire de f si et seulement si f est un point extrémal de Q. 


TaéorÈmE 4. — Une fonction f appartenant au cône de sommet O engendré par 
une partie régulière faiblement fermée Q est limite uniforme sur tout compact de 


ome 


SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS DE TYPE POSITIF. 241 
fonctions de la forme 


(28) Du où No, dU=f(e) 


et 9; sont des fonctions élémentaires normées appartenant à Q. 


Considérons la fonction fIfKe). D'après le théorème de Krein et Milman ([3], 
p- 84), ///(e) est limite faible, et par suite d'après le théorème 3, limite uni- 
forme sur tout compact, de fonctions de la forme (28), avec A; Xo et» A;==1. 


Avant de terminer ce paragraphe nous allons construire un exemple de partie 
régulière faiblement fermée. Soit fe PR), Ro(f) l’ensemble des fonctions 
appartenant à P,(R) de la forme 


(29) fea... t fr, 


OÙ Hi, -.., pe, sont des mesures à support fini et R(f) Vadhérenee de R,(f) 
pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. 

Si JE R(/). y est une mesure a support fini et f*(e) Cr. alors (d’après une 
remarque faite au paragraphe 3) f*ER,(f). On peut encore montrer que 
S*ER(F) si pwEM(S), fER,(f) et fe) <1. En effet, choisissons pour cela 
un ordonné filtrant de mesures à support fini tel que : (1)S(Y)CS(u) pour 
toute €; (ii) [vf Z||4| pour toute EF: (iii) F converge vaguement 
vers u. Alors lim f’— f* uniformément sur tout compact et, par suite, fe R(f), 


VES 


car on peut supposer /’(e)—<1 pour toute vE#. 
PROPOSITION 5. — R(/) est une partie régulière faiblement compacte. 
Démontrons d'abord que &(f) est une partie régulière. On constate immé- 
diatement que R(/) vérifie les conditions (25) et (26). Il reste donc à montrer 
quehER(f)sig>het gER(f). Soient : > 0 et KCS un compact. Il existe 
alors une mesure B, dont le support est fini, telle que 
(30) Ig(x)—A(x)|Zs si rek; 


d'autre part il existe g, ER, f) telle que 


(31) ls(z)—ai(e)[Ze/r+ |] 3|)?) si res (5) RS(S). 
De (31) on déduit 
(32) |g2(x) — gx) |: si …EKk, 


et, par suite | d’après (30) et (32)]. 
(33) |&è(æ) — k(x) |: DE si Eh. 


Maintenant si g(e) 1, FER (Sf); si gi(e) >1, SEER f) el 
(34) [ge (a)ige(e) — A(a)|2e(14+ , h(a’) )) si eEk. 


ear 12 g°(e) <1 +22. De (33) et (34) on déduit que /ER(f). 
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Démontrons maintenant que R(/) est faiblement fermée. Pour ce faire il 
suffit de montrer que R(f) est l’'adhérence faible de Ro(/). Soit done g une 
fonction faiblement adhérente à R,(f). Si g(e) =1, on déduit gE R(/f)d'après 
le théorème 3. Supposons g(e) <1. Soient oCeCU — g(e))2, KCS une 
partie compacte et 1€ L(S) telle que 


(35) ge (cy—e(r) (ae pour Eh. 
g étant faiblement adhérente à R,(/), il existe (prop. 1)he Ro(f) telle que 
(36) g(x) —ht(x)| Ze pour .rék. 
On déduit de (35) et (36), h*(e) Hele) + 251 et 
(ar) — hE (2 a 22 pour Ek; 

il s'ensuit ge R(/). 

7. REPRÉSENTATION INTÉGRALE DES FONCTIONS APPARTENANT A UNE CLASSE P (#4). — Pour 
toute partie régulière faiblement fermée Q désignons par B(Q, 1) l'ensemble 


des fonctions non identiquement nulles faiblement adhérentes à A(Q, R). Dési- 


gnons encore par B,(Q, &) l'ensemble { f|feB(Q, 8), f(e) =". 

Proposition 6. — SiS abélien A(Q, R) = B(Q, %). 

Soit F CA(Q, À) un ordouné filtrant convergeant faiblement vers une fonc- 
tion go et soit wEL(S) telle que f g(s) du(s) < 0 [ on peut supposer 
76) du.(s) Ao pour toute fe & |. Alors (prop. 1), ona 


lim | Jus) du(s)= fg(ss) dus) 
uniformément sur tout compact. Mais 
f fen dacy = re) | S(s) dus) pour :€S et fer. 


Il s'ensuit que f converge uniformément sur tout compact vers une fonction 
nécessairement identique à g; on déduit 


gs) = g(s)g(t) et g(ur) = g(u) 
quels que soient s, ¢, u &S. Done 
#EQnA(R)—=A(Q, &) 
el, par suite, la proposition est démontrée. 


Tu£oRÈME 5. — Pour toute fonction f appartenant au cône engendré par une 
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partie régulière faiblement fermée Q CP(U) il existe une mesure de Radon positive 


sur B(Q, U) uy, telle que : (i) u, ( BQ, Bape, (Q, ü)) = 0; (ii) pour tout s€S 
on a 


(92) feel o(s) du,(o); 

/B(QUR) 
(in) StS est abélien A(Q, BR) = B(Q, U) et 1, est unique; (iv) SiS est séparable 
on peut choisir 11, telle qu'on ait 


a(B(Q. Wafjate, R)) =o. 


Commençons par démontrer que ‘application 9 > o(e) définie sur B(Q. B) 
est absolument mesurable (*?). Pour toute AE B(e) soit 


M(s; A)=supi|o(r)||reaA): 


fre datr) 


On déduit que 9 > M(9; A) est semi-continue inférieurement sur B(Q, 4). 
Soit (A,),,-, une suite de parties appartenant à U(e) telle que limr(A,,) =1. 
< Neer 


on à 


M(s; A)= sup} 


[HEL(S)!. fell. S(B)CAL. 


Alors 
se) = hin M(¢; À,). 


Ne 


fu 
g(e) ZM(3; An) Zgy(e)r(A,)* pour toute 9 et w= 1, 2, .... 


H s’ensuit que 2 > g(e) est absolument mesurable. 
Supposons /(e) =1 et soit 2, une mesure de Radon positive sur B(Q. &) de 


norme |} z,|| <1 vérifiant l'égahté 
(38) [ris dus) = | di) | u(s) duts) pour webs). 
; : -/B(Q.R) : 


De (38) on obtient, quel que soit AE‘). 
te) Z f. M(z; A) dur(s) ZA) | se) dur(s). 
: B(Q.R) ./B(Q.R) 


Il s'ensuit 


> 


IO 9(e) der (2)-< lel 
R) 


B(Y. 


el, par suite, | 
|] per || rae oe 2r( BQ. une (Q. %)) dd 


-_ (32) Une fonction f définie sur B(Q, 4) est absolument mesurable si elle est mesurable pour toute 


mesure de Radon positive, donnée sur B(Q. &). 
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Si l’on remarque (à l’aide du théorème 3) que l'application (s, 2) > 9(5) 
de S x B,(Q, &) dans l’ensemble des nombres complexes est continue on déduit 
que l'application (s, 2) 9(s) de S >< B(Q, #) dans l’ensemble des nombres 
complexes est : @ u-mesurable pour toute »EL(S). S(x&) étant compact 
pour uEL(S) on déduit que (s, 9) + 2(s) est bornée presque partout (pour la 
mesure x © 2.) et, par suite, qu'on peut intervertir l'ordre d'intégration dans 
le second membre de (38), simplifier par y et obtenir, pour tout 5€. l'éga- 
lité (11). 

Si S estabélien ona (prop. 6) A(Q, &) = B(Q, B). Désignons par C, (A(Q, &)) 
l’ensemble des fonctions continues à valeurs complexes définies sur A(Q, &) et 
s'annulant à l'infini. Pour toute 4e L(S), soit f, la fonction définie sur A(Q, &) 
par l'égalité MOTO du.(s). On constate facilement que f,EC, (A(Q, &)) 
pour toute uE@L(S) ct que l'ensemble des /, est dense dans C,(A(Q, &)). 
De (38) on déduit alors Punicité de la mesure 1,. 

Si S est séparable, alors Q est métrisable et pour obtenir (iv) il suffit d’ap- 
pliquer le théorème de Choquet (**). 


Remarques. — 1° Supposons S abélien tel que l’équation s* = £ ait une solu- 
tion dans S pour touttES et s*=s pour s€S. Considérons la classe P(%, ) cor- 
respondant a la famille Ro=(to(A))sey, où to(A)=1 pour tout AE. 
Alors AC%,) est formé -des fonctions continues a valeurs réelles, telles que 
u(st)—u(s)u(t), o Zu(r)Z1 quels que soient s, £, reS. Une fonction com- 
plètement monotone appartient à P(%,). On déduit alors du théorème 5 la 
formule de représentation intégrale démontrée dans [ 15]. 

Il est à remarquer que même sans supposer que l'équation s? = t ait une solu- 
tion dans S pour tout £€S, on peut déduire du théorème 5 la formule de repré- 
sentation intégrale démontrée par A. E. Nussbaum. En effet, toute fonctio 
complètement monotone f appartient a P(%,); on aalors : 


(39) sosy= f z(s) dur(z) pour ses, 
A(&,) 


où wy est une mesure de Radon positive et bornée sur A(&,). Désignons par 
A, (#,) l'ensemble des ge A(R, ) telles que g(s)~e pour tout s€S. Pour 
obtenir la formule de A. E. Nussbaum il suffit de montrer que S(u,)CA.(,). 
Or ({ 15], lemme 1) 


ff fo 6+ dut) danse pour «eS et pweL(S); 


(19) TuÉoRÈME pe Cnoquer. — Soit (3 une partie convexe compacte métrisable d’un espace locu- 
lement convexe et & l'ensemble ‘des ponts extrémaur de @. Pour tout xe @ il existe une mesure de 


Radon positive 35 sur 03 de norme || 2x || =1 telle que x =f: dux(l} el te (ane) =o. 
Cs) 


(Voir [5]; l'énoncé précédent se réduit immédiatement à celui où @ est une base d'un cône convexe 
pointé saillant.) 
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on déduit alors (avec les notations utilisées dans la démonstration du théorème 5) 
de la formule (30) | 


4o ole ae 1 ; Re J : : 
(40) ec t)|fa(2) Fdur(2) Xo pour aéS et peL(S). 


De (40) on obtient 


y(a )h(9) du;(2) 0 pour tout TE 
/ACR,) 


et hEC, (AÇU,)), Ao: il s'ensuit g(a) 0 pour aES(u,), c'est-à-dire 
S (27) CAB): 


1° En connexion avec ces remarques mentionnons encore Particle [12] de 
G. W. Mackey où se trouve annoncée une généralisation du théorème de 
Haussdorf-Bernstein-Widder. 

2° Du théorème 5 on déduit encore les généralisations du théorème de 
Bochner-Herglotz aux groupes localement compacts (voër [9] et [13], et en 
partie un théorème de A. Devinatz [6]. 

3° Le théorème 4 peut encore se démontrer à l'aide des théorèmes 3 et ». 


Pour ne pas prolonger l'exposé, nous allons énoncer dans ce qui suit, sans 
démonstration, un théorème plus fort, sous certains points, que le théorème 5 
(mais dont la démonstration est plus compliquée). 

Nous disons que le semi-groupe S a la propriété (D) s'il existe une partie 
dénombrable 27€ L(S) telle que l'ensemble des mesures 
Se (somme finie), 
où EX et y, appartiennent au centre de L(S), est dense dans LCS). SiS est 
abélien ou séparable, LCS) a évidemment la propriété (D). 

Pour tout ensemble P(%) et mesure de Radon » sur BCR), positive et bornée, 
désignons par N(&. ») l'algèbre des fonctions définies sur B(&), vmesurables 
et bornées munie de l'involution ¢— g. 

Pour toute fonction f appartenant à une classe PCR), fc. de la r. iS. 
{H,, U,s ar}, désignons par A, l'algèbre engendrée par les Uy... 


Tutorime 6. — St Sa la propriété (D), à toute fonction [EP (U) et algèbre invo- 
lutive 6C A’ ,, commutative et maximale, on peut associer une mesure de Radon 1., 


sur B(). et une seule, positive et bornée et telle que : (1) Wy ( B(& n [ A (X)) so 


(ii) il existe une représentation g > F, de Valgébre involutive N(R, yp.) sur Val- 


. 


gébre involutive & qui vérifie pour toute gE N(R, p,) et sES Pégalué 


(Up .Fyar lar) = ¢(s) 8(9) der (4): a 
BCR) ; 
Ann. Éc. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 3e 32 
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Remarque. — Pour un résultat analogue sur les fonetions de type positif 


usuelles définies sur un groupe localement compact séparable, vor [18]. 


8. REPRÉSENTATION SPECTRALE DES R. I. DES. — Nous supposons 5, dans ce para- 


graphe, abélien et pour toute famille & = (r(A) hey de nombres 1 nous dési- 


gnons par R(%) la classe des r. i. de S, | HH, U,} telles que 


Cl et HU HZe(\)* pour tonte LEV et se À. 


Désignons encore par T(4t) la tribu des parties de A(&) dont la fonction 
caractéristique est absolument mesurable. ‘ 

Du théorème 5 on peut déduire un théorème concernant la représentation 
spectrale des r. i. appartenant à une elasse RCW). Rappelons, avant de te 
démontrer, plusieurs définitions. 

Une famille (1, ).ensen de mesures de Radon définies sur un espace loca- 
lement compact B est semi-spectrale si : (1) Uae py,s== @'ter,- + bn... quels que 
soient a, bet av, y, EH: ()u,,= uy, quels que soient æ, y EH; (ii) ,,, 0 
et, = + À quel que soit el. 

Pour toute fonction f bornée et absolument mesurable, il existe un opé- 
rateur U,€ LCL) qui vérifie légalité 


(Ua |) = 43 SC) dus (4) 
LH 


quels que soient a, yell. La famille semi-spectrale (11,,),.en sen est appelée 
spectrale si (L) fu, = 1, quels que soient / bornée et absolument mesu- 
rable et x, y EH. Pour qu'une famille semi-spectrale (1,.,),en ven Soit spectrale, 
suffit que légalité (Z) soit vérifiée pour toute fappartenant à un ensemble T 
de fonctions bornées et absolument mesurables, tel que la seule mesure de 
Radon 4 = 0 s'annulant pour toute EX soit v=o (**). 


Vutorime 7. — Pour toute r. 1. {M, U,} appartenant à R(R) il existe sur T(R) 
une mesure spectrale régulière E (**) et une seule telle que quels que soient x, y EN 
ets ES 


LEE ORCCE COPIE 


Un opérateur Te £ (II) est permutable avec les U, st et seulement st TE(K) = E( K)T 
pour toute partie compacte KCS. 


La fonction s—- (V,æ|x) appartient à PCR) qnel que soit æell; d'après le 


(1) Pour ces nolions, voir R. Govement, Sur la théorie des représentations unitaires (Ann. Math., 
L 33, 1951, p. 68-124) et C. T. fonescu Tuccea, Sputit [ilbert, Bucarest, 1956. 
M Porr|AU)"pD:62 
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théorème 5 il existe une mesure de Radon positive et bornée (etune seule) 1 


sur ACH) telle que 


a 


. 


is Pea re ad Ve | o(S}dy.u0(%) pour tout 2 ell. 
An) 


Si nous posons 


Bay A SE eva tant te HE ut Utes) pour wr. yell, 


alors on a quel que soit sES 


a 


(41) LAINE COUT ENS 
ACR) 


la mesure ,, étant uniquement déterminée par les égalités (41) on déduit 
facilement que la famille (4, ,), en en eSt semi-spectrale. Mais ona’. LAN 
quels que soient sES, x, y EH si nous posons pour tout s €, 5(2) = 9(s): il 
sensuit que la famille (2,.,),en en est spectrale, ear Us=U, quel que soit ses. 
Pour obtenir la mesure spectrale E il suffit alors de poser pour tout AET(R), 


GA Yue 


Remarque. — Le théorème [7] contient comme cas particulier un théorème 
de W. Ambrose [1], R. Godement [8] et M. Neumark [14] et un théorème de 
A. E. Nussbaum {[ 15], p. 575) (*°). 
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Étant donné un espace à connexion affine A, on sait qu il possède un groupe 
maximum de mouvements ayant 2° +2 paramètres s’il est localement euclidien, 
donc si les tenseurs de torsion et de courbure sont nuls. J'ai montré en 1947 (°), 
que les espaces À, qui possédent une forme de Pfaff invariante ont un groupe 
maximum de mouvements ayant n° paramètres et ce maximum est atteint 
seulement si la forme de Pfaff est une différentielle totale exacte. D'autre part. 
en 1949, E P. Egorof (*) a montré qu'un espace À, qui n'est pas localement 
euclidien peut admettre un groupe de mouvements ayant au plus 2? paramètres. 
Il en résulte d’ailleurs que tous les espaces À, à groupe maximum (1, sont en 
mème temps des espaces à forme de Pfaff invariante, et si l'espace À, est sans 
torsion il est projectivement euclidien. En ce qui concerne les espaces À, qui 
ne sont pas projectivement euclidiens, j'ai montré qu'ils possèdent au plus un 
groupe de mouvements ayant 2* — 27 + 5(n>s3) paramètres (*). 

Nous allons considérer maintenant dans la première partic certaines 
propriétés des espaces projectivement euclidiens en ce qui concerne la possi- 
bilité de prolonger la connexion de ces espaces à l'espace projectif entier. Dans 
la seconde partie nous allons considérer une nouvelle voie, plus directe, pour 
déterminer les espaces A, à groupe maximum G,,. Dans la troisième partie nous 
allons montrer qu'à chaque forme de Pfaff de classe 2p et d'espèce p ou 


(1) G. Vranceanu, Lecons de Géométrie différentielle, L. 1, 1947, Pp. 255. 
(2) I. P. Ecororr, Dokl. Akad. Nauk., t. 66, 1949, p. 793: 
(7) G. VRANCEANU, Sur les espaces à connexion à groupe imacumum ile transformations Cn eut- 


mêmes (C. R. Acad. Sc., L. 229, 1949, P- 543). 
17% 
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p+i, on peut associer un espace A, ayant un groupe de mouvements 
à 2p°+p+(n+1)(n—2p) où 2p°+p+n(n—2p) paramètres, qui sont 


des groupes maximum compatibles avec cette forme, comme forme de Pfafl 


invariante. Enfin dans la dernière partie, nous considérons le groupe maxi- 
mum de mouvements des espaces À, projectivement euclidiens qui possèdent une 
forme quadratique de rang mn. 


I. On dit qu'un espace à connexion affine A, est projectivement euclidien, ou 
simplement projectif, S'il existe un système global de coordonnées, disons 
(æ'..... x"), dans lesquelles les courbes autoparalléles de l'espace sont des 
droites. Il est alors bien connu que dans ces coordonnées « projectives » les 
composantes [, de la connexion supposée symétrique sont données par les 
formules 


(1) Te do + 040. 


où ©, est égal à 1 sii—ketàaosir £# et où les ¢, sont des fonctions quel- 
conques des variables a', ...,æ". Quand aux équations des courbes auto- 
paralléles 

Pte Ae AT 

Mere dg ip 


elles s’écrivent, en tenant compte des formules (1), 


Le A dt! dis 
dE À dt 


- 


On peut donc satisfaire à ces équations par des formules de la forme 
(2) xi= alu + bi RR IN mer Tu 


où la variable est liée à ¢ par la formule 


ae du “( a ss = 

di Sp Car AME Paint at ee 

et où dans g,, ...,2,, on a substitué à (at, ..., x") leurs valeurs (2). Nous 
avons donc pour # comme fonction de tune équation de la forme 


(3) æŒu ie . 
; ae 


En supposant la connexion (1) régulière dans tout l’espace, ce qui revient a 
supposer 94, ...,%, régulières, par exemple fonctions analytiques entières, 
la fonction 

®(u)=2(0'9,+...+0"9,) 


est une fonction analytique entière. En ce cas il est facile de voir que test aussi 
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une fonction entière de uw. En effet. en prenant u comme variable indépendante 
dans l'équation (3), nous avons 


dt dt 


— ZE — q@ 
dia du ' i) 


et. par conséquent, nous avons 


i= | 2 | Pu Ly 


La réciproque nest pas vraie, c'est-à-dire que w n'est pas en général une fonc- 
tion entière de z En tout cas on peut supposer dans les formules (2) que u 
varie de —x à +x. done que les droites (2) toutes entières sont des courbes 
autoparalléles de l'espace À, 

Nous avons done le theoreme : 


St les fonctions 9; sont analytiques entières, les courbes autoparallèles de l’es- 
pace projectif À, sont les droites entières de l’espace euclidien E,(x', ...,æ"). 


On peut se demander maintenant si l'espace A, peut se prolonger dans 
l’espace projectif entier. Pour cela on peut remarquer en premier lieu que si 
l'on considère une transformation projective de coordonnées 


“a : Cle oi (be 
(4) ISS 


aaa" 

la connexion [’’, sera donnée par des formules de la mème forme (1), car par 
une transformation projective les droites se transforment en droites. Nous 
aurons donc 


(5) Lx + 049. 


D'autre part, on sait que l'espace projectif se compose du voisinage 
V(æ!,...,æ"), done de l'espace euclidien E,(æz', ....æ"), et de n autres 
voisinages, qui ont les points à l'infini sur un des axes comme origine, Consi- 
dérons par exemple le voisinage Va", ..., 2") relatif à l'axe 2". Nous avons 
la transformations de coordonnées 


(6) fala a re; oe tes 


Considérons alors la connexion contractée F,=T,. Eu tenant compte des 
formules (1) et (5), nous avons 


Fe (4 +1) 9% [= (a +1) 9%. 


D'autre part, on sait que la connexion contractée I’, se transforme, par une 
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y 7 7 ? Wel ot SU 
transformation de variables, d’après les formules (*) 


0 log A 


i dx" 


5 Or 


== by 22 ’ 

où A est le déterminant fonctionnel de la transformation. Dans le cas de la 
transformation (6), le déterminant A est égal à —(.xt)-"~! de façon que nous 
avons la formule 


dx! 


1 


(0') go, da!’ = 64 dick — ; 


T 


ce qui nous donne les formules de transformation pour les quantités 2, 


! 


(6") 9, = a (1 — gr! — opr). Sig = att Oe (lu): 


où l’on doit remplacer dans le second membre a‘, a” par les valeurs déduites 
de (6). 

En supposant 2, do, ..., %, analytiques entières, Ia connexion sera régu- 
lière aussi dans le voisinage V’ si 2,, 3, tendent vers des valeurs finies quand a* 
tend vers l'infini. II faut done que les quantités 


Gr 170; 


tendent vers zéro quand la variable æ' tend vers l'infini. Cela ne peut pas 
arriver si 2; sont des polynomes mais cela arrive si lon a. par exemple, 
s ax apa) + P. ay 
(-) oj eit Cdi eae VO ) = - eh SSN So tee Ne 

af PEN ES (Er Er 
où p est un nombre entier positif et où les P; sont des polynomes dans 2", ..., 2 
de degré 2p —1, mais qui ne contiennent pas de terme en (x)? 


k at ( (at) + Px) ,_ w'—(2'?P,—...— 2' ak P, 
QE —— © © © ————— © —— a 
gi 1H (a! +... + (ay? us 1+ (ct Pee + ("PP 


Ces formules nous montrent que z, et 3; tendent vers des valeurs finies 
quand 2* tend vers Vinfini. 

Comme les formules (7) sont symétriques en x! en ce qui concerne le déno- 
minateur et le terme (a')*-* du numérateur, la connexion (=) sera régulière 
aussi dans un autre voisinage de l'espace projectif, où l’on fait jouer a a(t >1) 
le role joué par xt dans-les formules (6). 

Nous avons donc le théorème : 


La connexion affine (1) où les 9; sont données par les formules (7) est régulière 
dans tout l’espace projectif. | 


(+) G. Viranceanu, Lecons de Géométrie différentielle, t. 1, 1949, p. 195. 


— 


a 
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Il est facile de voir d’ailleurs que l’on peut généraliser les formules (>) en 
prenant 


_(a)ii P, 


(5) or P PSS rt Pe (te re 
OÙ Py, -.., p, sont des nombres entiers positifs et où P; est un polynome en x! 
de degré inférieura 2p;—1 eten a’ de degré inférieur a 2Pr. On peut même 
prendre au lieu de P un polynome P+ Q où Q est en chaque variable x’ de 
degré inférieur à 2p,. le polynome P + Q ne s’annulant pas. 

On peut aussi remarquer que, dans le cas particulier où dans les formules Gs) 
les P; sont identiquement nuls, on peut écrire 


1 
DE — = por { () — Limit 1 DA E72 
S se [9 Sa (rt Pep aay =e (an) 


done les 2; dérivent d’un potentiel. Dans le cas particulier où p=1, nous 
avons 
1 Og 


(7°) Meh. PO 1 Crt} +... (e")?] 


et la connexion (1) nous donne, comme il est bien connu, la connexion d'un 
espace de Riemann à courbure positive dont Vabsolu est la quadrique imagi- 
naire 0 — 0. 

Supposons maintenant qu'un certain nombre des composantes ,. ..., 2, Solent 
nulles, par exemple que =, est nulle, et que les autres dépendent seulement des 
variables æ?, ..., x”. En ce cas, les premières formules (6) nous disent que 
les 3, tendent vers Vinfini quand a! tend vers l'infini, done la connexion (+) en 
ee cas ne peut pas se prolonger du voisinage V au voisinage V’. 

Nous aurons dene le théorème : 


Étant donné une connexion (1) régulière dans tout le voisinage N et dont 
ies >,—0(¢—=m--l, -... 2) eb. oj(t=1,.-0, m) dépendent seulement des x", 
cette connexion ne peut pas se prolonger aux voisinages qu? contiennent les points 
à Vinfini des axes de coordonnées x*. 


Si Pon considère, par exemple, la connexion (1) où 


ai 


g= ——_— >. (ha eerie =O) 
a+) +. + (am) : 


cette connexion peut être prolongée dans tout l'espace PRO}CEU Te: tae 
mais elle ne peut être prolongée dans l'espace projeetifat, sur ey 
On peut done dire qu'elle peut être considérée comme une connexion de 
l'espace dont les droites æ', ..., 4% sont fermées tandis que -les droites 


D..." sonk ourertes. 
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Il. Considérons maintenant un espace projectif dans un système quel- 
conque de variables. Un tel espace est caractérisé par le fait que le tenseur 
de courbure de Weyl est nul, done que le tenseur de courbure de l'espace est 
donné par les formules 


» fi ss ae \ 
ro — 4 Py HET ( Yj P i ai OT ;+ Pi ‘ 
\ 


teat Ki ni 


où P,, et Py, sont les tenseurs contractés de courbure 
FT r= ie 


Dans les coordonnées projectives, c’est-à-dire si les formules (1) sont vérifiées, 
ces tenseurs sont donnés par les formules 


99; dx 


nu) Gee 
dr! Ox! AE 


Tj, = i | 


(do;  O%¢ ) 


P = (n= 1)( dr dri, | 


et nous avons 
Lx — Ty; (4 —1) Pj 


et cette formule est valable évidemment quel que soit le systéme de variables. 

Il en résulte qu'un espace A, projectivement euclidien possède deux 
tenseurs indépendants, le tenseur symétrique gauche Pj, et le tenseur symé- 
trique LT; ou, si Pon veut, le tenseur 


= Lt Pi 
aie Se OT Chee 


et Von voit facilement que dans des variables projectives nous avons 


sf ise eT 


8 oso AT a 2 pme a 
(8) CR de, ee 


Si les 2; dérivent d'un potentiel, nous avons 


d'u dg do 


oe Re Fire 
FT Or dark" Ox; Oxk 


On peut done associer à un espace A, projectif deux formes quadratiques 


(S') 2 = sx di dr. g= l'ecdrido" 


la première étant symétrique et la seconde symétrique gauche. 
On voit qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la forme + soit de 
rang 1, donc qu'elle soit formée d'un seul carré, est que nous ayons 


(8") IS os 


ot est une certaine fonction des variables a‘, ..., a2”, et en ce cas la forme 


SUR LES GROUPES DE MOUVEMENTS DES ESPACES A CONNEXION AFFINE PROJECTIFS, 25% 


de Pfaff invariante est donnée par la formule 
ds = v4.19; dri. 


Nous allons maintenant montrer que les g;; ne peuvent pas étre nulles, sans 


O!J 
que les P;; soient aussi nulles, et en ce cas l'espace est évidemment localement 
euclidien. En effet, si les g;; sont nuls, nous devons avoir les équations 


09; de; 


te es 2 0: 0 js 
dr Or! a LA 


Considérons ces équations pour deux indices quelconques, par exemple 1, 2. 
Nous avons 


0s é, ds, 
(9) Res 


Jar ds. het "JS 
dr el : 


2G} Do. + =— 9 


dr = dr 


En éerivant que les dérivées du second ordre de la fonction 5, sont égales, nous 
obtenons, en tenant compte des équations (9), 


Os, à ET KE: 95: 
Y 29,35 | —=— 29, 9°— 29 — 
Le 12 FRONT Xe Hire 
ce qui nous donne 
9? LE ps Od. DE 
COTES RSS Se 


En dérivant cette équation par rapport à +° et en tenant compte des équations (0) 
et de la dernière des équations (9) dérivée par rapport à 2', nous avons 


de Os. (53 


(9) 0.x? (Ox')* Sn de dr! 


De même, la dernière équation (0) dérivée deux fois par rapport à x' nous 
donne | 


" GER LA EUR ‘Oss eee 20 93: oc ): 
(9) Comp de — (or) TARP Og te 


En égalant les seconds membres des équations (9°) et (9"), on obtient la 
condition 


1 
LL. qui nous montre qu'on doit avoir 


| Oy ze 


s : : Ses 1 ETS M EN 
Mais, en ce eas, la seconde équation (9) nous dit que 7 est aussi égale 


à— 9,9. et. par conséquent. la composante Py, du tenseur P;; est nulle. 


256 M. G. VRANCEANU. 
Comme cela est vrai pour chaque paire d'indices, nous avons le théorème : 


Si le tenseur g;; est nul, il en est de même du tenseur P;; et l’espace À, est loca- 


lement euclidien. 


Étant donné un espace A, projectif, qui n'est pas localement euclidien, il pos- 
sède done les deux formes invariantes et = et 7, la forme + ne pouvant pas être 
nulle et le groupe de mouvement de l'espace doit donc conserver les deux 
formes = ets. Dans le cas où la forme = n’est pas dégénérée, l'espace A, peut 
être considéré comme un espace de Riemann V, de forme fondamentale = 

ARE) 


2 


et l’on sait qu'un tel espace peut posséder au plus un groupe ayant 
paramètres. Pour avoir des espaces A, ayant un groupe plus grand, on 
doit done supposer que la forme = est dégénérée et le cas le plus simple est 
celui où cette forme quadratique contient un seul carré. Dans ce cas, on peut 
écrire += 2(ds')?, où 2——+1 et dst est une forme invariante et l’on dit que 
l’espace est à forme de Pfaff invariante. En associant en ce cas à la forme ds! 
d'autres n — 1 formes de Pfaff ds?, ..., ds" de façon que les formes ds‘, ..., 
ds“ soient indépendantes il en résulte que ces formes sont déterminées, 
abstraction faite d’une transformation de la forme 


(10) dsi==dsi- ASS ds? + PUISE 


Il en résulte que le groupe de transformations en lui-même d’un espace À, à 
forme de Pfaff invariante peut posséder au plus x? paramètres. C'est la somme du 
nombre » des variables x" et du nombre n? — n des fonctions cä, c* considérées 
comme fonction des æ', ..., x". J'ai montré (*) que ce nombre maximum est 
atteint et j'ai déterminé tous les espaces À, à groupe G,.. Je veux donner ici une 
nouvelle démonstration plus directe de ce résultat. 

En premier licu nous allons observer que si nous avons un espace À, avec 
torsion 


a 7e= Vj — Tey 
on peut former le vecteur contracté de torsion ¢,= T}, et l'espace est dit équia- 
fin si le tenseur de torsion s'écrit 


(12) VA lk =r t; 
LE TRE ET 


done si le tenseur de torsion s'exprime à l’aide du vecteur de torsion. On peut 
concentrer les formules (1) et les formules (12) dans une seule formule 


4 RAT Si 
(15) D Fj Set 06 V;. 


Cr) G. Vieanceane, Lecons de Géométrie différentielle, À. 4, p. 255. 
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l'espace étant sans torsion si 9,—=%,. Un espace À, avec torsion peut donc, lui 
aussi, avoir une forme de Pfaff invariante si le vecteur 4, n’est pas nul, c’est la 
forme ¢, dx’. 

On peut manifestement observer que si un espace A, à forme de Pfaff inva- 
riante ds! possède un groupe maximum G,,, la forme invariante doit être une 
différentielle totale exacte, car autrement le covariant bilinéaire de ds! impose 
des conditions aux fonctions c3, c? du groupe (10). La forme dst étant une 
différentielle totale exacte, on peut supposer que nous avons ds! = dz". De la 
relation ds''—dx''— dx, nous avons 2!—2!-+a et les espaces À, à 
groupe G,. doivent posséder cette translation quel que soit a, donc les com- 
posantes de la connexion doivent être indépendantes de la variable w'. 

Considérons alors une transformation de variables de la forme 


(14) Ti x, ope EXC aS he va ah 


Par cette transformation, les quantités F;3(4, B= 2. ...,n) sont les compo- 
santes d’un tenseur covariant du second ordre, car nous avons 
a! 


—, =o=l,, — — — F3. 
dx? dr TS dr dr Fe 


Pour les espaces a groupe G,. il faut donc que F;;= 0. De même, nous avons 


>) Daina 


et il faut done que nous ayons aussi TP’), = 0. Comme nous avons 


Ox"! 


(16) (ax 


Oooh ga Lass 


> 


~ 


il faut que I}, soit une constante. En ce qui concerne les autres composantes, 


nous avons par une transformation (7) 


Se ae al PE Ox" , dr! 
(17) Ox8 Ort ré Or 


Cela nous montre que, pour æ' égale à une constante, les quantités constituent 
les composantes d’un espaee à connexion affine A,_, et, en accord avec Tes for- 
mules (6), cet espace doit avoir le groupe maximum à »°— 7 paramètres. Cet 
espace À, , est done un espace euclidien et, par conséquent, on peut choisir 
un système de variables 2°, ..., 2" de façon que Pr. soit nulle et alors les 
transformations de variables qui conservent cette situation sont de la forme 


(18) 2= + 4. DEUST NE 


où a, a* peuvent dépendre seulement de la variable 2. On peut meme sup- 
poser que @3 ne dépend pas de x", ear l'espace A, ne dépend pas lui non plus 
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de z'. Cela fait. considérons les formules 


eg HT pe Dés. 
ae Tr (P+ = lg — Sie 
Les premiéres nous montrent qu il faut avoir 
Tt =(r—s) 9%, Ty, =(r+s) 9%, 


our, s sont des constantes, pour que les a ne soient liés par aucune relation 
Les secondes équations s’¢erivent 


d'u dat 


Cipla Se —T!,) Pr ist 


Elles nous disent qu'on doit avoir 
(ee ee bise 


où # est une constante, et l’on retrouve le résultat que la connexion de l'espace A, 
à groupe G,. peut se réduire toujours à la forme canonique (° ) 


(18°) { Di ges (nr — 5) 08 Ti, =(r+s)0%, 
[EE = ee Lis Ti Tu =T3.—0. 


Quant au groupe il est donné par les formules (8) où a* sont solutions de 
l'équation 


Par une transformation de variables 

oa ax, a enP- gh, 
où a et p sont des constantes, on peut supposer p.= 27 ete =+1 ou 0. Done 
on peut supposer que a* sont solutions de l'équation 


du 


(14) (drt): 


Set. 


Par une transformation de variables on peut réduire le groupe à un groupe 
projectif qui conserve deux hyperplans 


(x!}— e=0, 


ce qui conduit à un résultat trouvé par Egoroff. En particulier, dans le cas ellip- 


(5) G. Vuanceanc, Propriétés différentes globales des espaces À, à groupe maximum Gy. (Bull. 
St. dead. R.P.R., t. 6, 1954, p. 49-59). 


} 


| 
| 


; 
4 


| 
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Uque z= — 1, ces hyperplans sont imaginaires et la connexion est définie par 
les formules 


2.1 27 > ) : | 
r= 15 7 =< : 92 
(20) LA) ” 1+(art)t À 31 (a)? 3? 
| fia Fi Ie rz. a be Ne oO 


et l’on voit qu'elle est régulière pour chaque système de valeurs finies des 
variables at, ...,æ". Elle est aussi régulière à l'infini sur l'axe a, ear par la 
transformation projective de variables (6) nous avons 


ee 
1+ (.2°')F 


= Ce: = Le — LS. — La a Oo. 


done la connexion est aussi régulière pour chaque systéme de valeurs finies 
des w/t, ..., x". On peut donc dire que la connexion (20) peut être prolongée 
sur toute la droite projective x*. 

D'autre part, en tenant compte des résultats obtenus plus haut, il en résulte 
que la connexion ne peut pas se prolonger à d'autres voisinages de l'espace 
projectif. 

Nous avons done le théorème : 


La connexion (20) de l’espace À, elliptique à groupe \.,. peut être prolongée à 
l’espace topologique formé de la droite fermée x* et des droites ouvertes x?, ..., x". 


HI. Nous allons considérer maintenant le eas où l'espace A, possède une 
forme ds‘ invariante, cette forme n'étant pas une différentielle totale exacte. 
Cela signifie que le covartant bilinéaire As! n’est pas nul. Le cas où ce covariant 
impose le plus petit nombre de conditions au groupe des transformations des 
formes de Pfaff dst, ..., ds” est celui où Ast est nul en mème temps que ds, 
done dans le cas où Pon peut éerire 
(21) xs bids" del 


Dans ce cas, les formes ds*, ds?, ds" sont déterminées abstraction faite d'une | 
transformation de la forme 


\ ds'=ds'. ds? = ds’ + x ds'. 


Bos 6 | 
et) À ds ch ds! + «À ds! + cl ds? (AS Leon X 


Le groupe maximum de l'espace peut done posséder au plus 


n+i+n(n—2)=#n—n—+1 paramètres. 


c’est-à-dire la somme du nombre des variables æ'1,..., 2” et des fonctions x, ¢.. 


Al 


ec}; ce“. D'autre part, comme on peut toujours prendre dst = Ge oon choisissant 
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convenablement les variables, il faut que dst possède un groupe de transfor- 
mation en elle-méme à trois paramètres, ce qui est réalisé si l’on prend 


d axz\+ b a 
23 ie ee eS ce ————3 ta — be: 
eS) cr + d’ cr! + d 


D'autre part, en associant à ces transformations les formules 


.; 5 (th ee Hie. ay rt + al 
(29) dv 


cr! + d 4 
nous obtenons un groupe projectif ayant n?—2n +1 paramètres. Nous allons 
montrer qu'il existe un espace A, possédant ce groupe. 

En premier lieu nous allons déterminer les espaces A, possédant le groupe 
(23). Ces espaces ont été déjà déterminés par St. Petrescu (7) dans un systéme 
de variables où l’on prend comme variable au lieu de x? le logarithme de (2*)?. 

Pour déterminer les espaces A, en partant du groupe (23) nous allons utiliser 
le fait que l’on doit avoir les équations 

PE D RTE ES SO 


(24) TOR ga dak. TG 


où P’, sont les mémes fonctions des variables x! que les F,, des variables x. 
‘dé = = > 1 (6 ives 93! ee) 
Considérons alors les équations (24) relatives au groupe (23’) pour 7 = = 2. 
Nous avons 


DRE NS, 1 ; 1 
(dete =O! Cea ap ler dp 
O2 x? I I Cr 
= OT, ——,, TE, = +l. = 
(dr à ** (cx'+ d)? Litera i crag 


La première de ces équations nous dit que T’!, est une constante et la seconde 


‘ x I: 
que cette constante est nulle et que Py, = oat done que nous avons 
à k 
[== 0. Pire st) 
ire 


où & est une constante. ; 
Considérons maintenant les formules (24) pour J =1, = 2. Nous avons 


NES I = 1 
PT ed re jen 
> € _r: 1 pe Cz : I Tt cr 
(cæ'+ d)? "EE +) (Cel ald)? 0 lad "? (ca! + dy) 


et des formules analogues où Yon change F, et F?, avec F,,, CT; 


wis 


(7) Sr. Pernescu, La classification des espaces à connexion affine Ay (St. Cerc. mat., t. 11, 1951, 
put4). | 
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La première de ces formules nous montre qu’on doit avoir 


2 


“ à 
Pis =: a he 
. = = 


4 À ns 
ee ; le Le, a=Bo=k—1, 


où À, x sont des constantes. 
Considérons enfin les équations (24) pour j —4#— 2, Nous avons 


dx" HSE te I ao (k —1) cx? La I 
(dzt}? (cexr'=+-d)®,--*' (ex'+ d)' ie? (ext+ dt '" (ext d)?’ 
Oa" |-$ 2c° x? 5 I oe mn cr? k ee (GE De 
so ER EL oo oom mae om + aT 
(0x! }? (cx!'+ d) (ex! + d)! (æ?}? (ext d)* x? (cz! + d)+ 
I ‘ Cz 
EL 1 


a PR aS, 
items de (cx! + d)? 
La première nous montre que l’on doit avoir 


= 2" = ae 


et la seconde que l’on doit avoir 


91+ BP, Tis Gay? 


En conclusion, l’espace A., qui admet le groupe (23) possède comme com- 
posantes de la connexion 


{rie Li, T',=T!,— —; 
(en) Are 7 à 
L — ~ 2 — es B ig k ONE 
[= Gye Meg Tho aae Meg 


où A, x, à sont des constantes. 

On voit que la connexion devient infinie pour æ*— 0. Donc on peut consi- 
dérer comme voisinage où l’espace est défini, le domaine x? >o et dans ce 
domaine le groupe (23) de l’espace est transitif. 

Si l’on passe maintenant aux espaces A,(n > 2) et si l’on veut que ces espaces 
possèdent le groupe (23), (23’), on trouve facilement que l’on doit avoir 


(26) P= f= Ppa ie PH (k, > 2). 


De même, la formule (24) pour j = =1 et ¢ > 2 nous dit que l’on doit avoir 
3 =o. Quant aux autres formules (24), elles nous montrent que l’on doit prendre 


; = À À : ya 
(26°) T= ok Gay Pi. =8t rr = = 
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Nous avons done le théoréme 


Lespace A,, dont la connexion est donnée par les formules (25) avec à = 0, (26) 
et (26') admet le groupe projectif (23), (23') à n°— n +1 paramètres. 


I] est à observer que l'espace A, est projectif, si À = p avec les fonctions 


- On 0 (R==n) 


(26") Cy== - 4 Oy== 


(ce) ‘ +? 


Si pu, il est équiaflin et projectif. 


Si, au lieu des variables æ!, a?. .... x". on prend 
a! 1 al 
(2=) yi jo t= —— (h> 2), 
4 4 rr . ad . Wy 4 


le groupe (23), (23') devient 


j yin a+ by?, a 


(28) (ad — be ==1), 


babasatyt+ aby + aly? + 
done il devient un groupe affine unimodulaire dans les variables y‘, y? et ce 
groupe conserve la variété linéaire yt = y?= 0. 

En ce qui concerne Jes quantités 3; dans les variables y, nous avons en tenant 
compte des formules (5) 


TR onlays D sur ( ib — rye p= 272), 
ce qui nous donne, en tenant compte de (26”) et (27), 


DEAN, Ga dy! 


et Pon retrouve ainsi les espaces A, à groupe possédant n°? — nr +1 paramètres 
trouvés par Egoroff (*). 


: £ ; s dx! = : 

En ce qui concerne la forme de Pfaff ds = aye elle devient dans des variables 
Soy 
(29) sey? by: Ye 


Nous avons done ke théorème : 


Pr 
L'espace À, 


vy Nj Nj J 
Per dat hey (gt, que 


" 
i 

ae 
-e 
Fe 

il 
© 
~~ 


posséde la forme invariante (29) et a comme groupe de mouvements le groupe 
affine (8). 


mem om nt 3 à HE 0 NT 


(9 LP. Econor, Dokl, Akad. Nauk., t. 87, 1952, P- 693; t. 89, 1953, p. 781. 


2: 


pie me + 9 ms à 


Me: 
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De même, nous avons le théorème : 


Les espaces À, qui possèdent une forme de Pfaff invariante qui n’est pas une diffé- 
rentielle totale exacte, possèdent un groupe ayant au plus n° — n +1 paramètres 
et ce maximum est atteint, 


On peut généraliser ce résultat par le théorème : 


Etant donnée la forme de Pfaff 


(29) ds' = y? dv! — 31 dy? +e... ae yt? dy?" — yt! dy 


l'espace projectif A,(n > 2 Pp) qui possède la connexion projective (1) où nous avons 


(30) Pot BEY Mont, = js. 
! Dep 1 = 3, Gap yer} vx —0 

possède comme forme symétrique = la forme (ds‘)?, done cet espace est à forme 

de Pfaff invariante et son groupe de mouvements est le groupe symplectique dans 

les 2p variables y', ...,y°", et le groupe affine quelconque dans les variables 

FPE, ..., y", c'est donc un groupe à 2p? + p+(n+1)(n— 2p) paramètres. 


Pour la démonstration on observe que les g;; calculés par la formule (8) coin- 
cident avec les coefficients des dy'dy/ dans le carré de la forme ds où l'on 
voit simplement que les formules (8") sont vérifiées avec À —o. En ce qui 
concerne le groupe symplectique des 2p variables y‘, .... v2”, il possède 
2p° + p paramètres. Le groupe de l’espace projectif A, dont les 2; sont données 
par les formules (30) possède le groupe à 


M=2p?+p+(n--1)(w—2p) paramètres 


donné par les formules 


yy tate FEAR ap} 


<e 
fe 


(31) : 7 ; 
rt aby3 + af yi+ a (a—2p+1...n) 


où |a| est un déterminant symplectique. En effet, ce groupe est linéaire et 
conserve évidemment la forme (29’), done le vecteur (30) et, par conséquent, 
transforme en elle-méme la connexion (1). On peut aussi observer que tous ces 
espaces A, ainsi considérés sont des espaces ouverts dont la connexion est régu- 
lière dans tout l’espace E,(y", - .., y"), 

Pour voir que le nombre M est un maximum pour les espaces À, ayant une 
forme de Pfaff invariante de rang 2p, comme c’est le cas de la forme (9), con- 
sidérons la transformation de variables (27). Avec ces variables la forme ds! 
s'écrit 

da + et des — x3 dat +...4 0? da? 1— v2? dat 
ds! == EE 3 
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Quant au covariant bilinéaire de cette forme, il s écrit 


a[dstdz*] | [daxidat)+...+[dx? dar] 
(a?)3 (a)? 


Ast= — 


Il suffit donc de prendre 


dx? dz" 


ds? = — 2—— 5 ds' = — (h> 2) 
(x?) x? 


pour obtenir le covariant bilinéaire As‘ sous la forme canonique 
As! —[ds' ds? | + [ds ds*] +...+ [ds*?— ds? ]. 
Le groupe de transformation de congruences qui conserve ce covariant s écrit 


dst=ds', = ids*= ds" ¢; ds Pc, ds*, 
ds* = c§ ds8 + c* ds’, 


où les cg sont les coefficients du groupe symplectique à 2p — 2 variables. On 
sait que parmi les cé il yen a 2(p —1)?-+ p— 1 qui sont indépendantes. D’autre 
part, comme les c* sont liées aux c,, nous avons encore les fonctions indépen- 
dantes c, et c,, donc 2p — 2 + 1 fonctions. Le nombre maximum de paramètres 
du groupe de l’espace est 


2pt+ 2(p—1)?+p—1+ 2p—2+1+(n+1)(n— 2p) 
qui coincide donc avec M, et le théorème est démontré. 

La forme ds* donnée par la formule (29’) a la propriété d’être d’espéce p, car 
si l’on considère des coordonnées polaires ¢,, 9, dans chaque plan y?*, y*, la 
forme s écrit 

ds' = pi dd, +...+p; db, 
et contient seulement p différentielles. La forme ds‘ a aussi la propriété que le 
rang de son covariant bilinéaire diminue quand on pose ds! — 0, autrement dit, 


ce covariant contient la forme ds‘. 
Supposons que nous avons ds‘ sous la forme 


(31°) ds == dat + a das x3 de? +... + a dx?! — 2?) dx? 


qui est de rang 2p, mais d’espéce p + r. 
Nous avons, en posant ds"= dx" (h=2, ...,2p+ i}; 


As! =[ ds? ds?] +-. ..+-[ds?P+1 ds? 


ct le groupe de transformations de formes de Pfaff associé à l'espace s’écrit 


as! == dst, ds" = ch dst, 
ds* = cf ds8 + ct dst +- c* ds', 


4 h 4 : . 5, i 
où |e,| est un déterminant symplectique. Le nombre des c indépendantes est 
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donc 


m= 2p?+ p+(n— ap—i)n. 


Il en résulte que le groupe des mouvements de l'espace contient au plus m+n 
paramètres et ce nombre est atteint par l’espace projectif (1) où l'on pose 


31" or, Doc — SH — 7s - É 
( ) ri Pas= À ; Pas+1 —X s, 9x—= 0 (@>2p+1;,s=-1, D) 


En effet, il est facile de voir que le groupe affine 


z'=z'+a+ ax (Es pi EE), 
(32) Sh a; zit ai, 
CE EL. ean X on) -3 lee 
| et «Bar + afr/+ @ (= Ep ER pea) 


où | a‘, | est un déterminant symplectique et où 


a gt — stig? 2. 2s+1 ee 
a; a a; — aa; (SEL Rp) 


transforme l’espace À, à connexion (1), (31") en lui-même. 

Les paramètres du groupe (32) indépendants sont done les 2p°-+p para- 
mètres du déterminant symplectique |a',|, les 2p+1 quantités a et a’ et les 
(n+1)x (n — 2p —1) paramètres a3, a;, a*, ce qui nous donne 


N=2p+p+2p+i1+(n + 1)(n—2p—1)=2p?+p+n(n— 2p —-I)-+ M, 


nombre qui est égal, comme on le voit, àm+n. 

On peut aussi observer que la connexion (1), (31") peut ètre considérée 
comme une généralisation de la connexion (18') pour p= 2rete=o, donc la 
généralisation du cas parabolique des espaces à groupe G,.. On voit d’ailleurs 
que N coincide avec n° si p— 0. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


Étant donné une forme Pfaff sous la forme canonique (29!) ou (31'), il existe 
un espace À, projectif qui possède cette forme comme forme invariante, le groupe 
des mouvements de cet espace, ayant M ou N paramètres. 


D'autre part, étant donnée une forme de Pfaff dont le covariant bilinéaire est 
de rang 2p, on sait qu'elle peut être réduite par une transformation de variables 
à la forme canonique (29) ou (31) suivant qu'elle est d'espèce p ou p+1, en 
appelant espèce le nombre minimum de différentielles qu’on peut laisser figurer 
dans la forme. Il en résulte alors que le groupe d’un espace À, possédant cette 
forme invariante, peut avoir au plus Mou N paramètres suivant que la forme est 
d'espèce p ou p+1, et nous avons done démontré que ces maximums sont 


atteints. 


IV. Supposons maintenant que la forme = soit une somme de m carrés où 


18% 
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mn. Dans ce cas, l’espace peut posséder au plus un groupe ayant 


m(m—1) 


(33) P=n- + (7 — m)m paramètres, 


et ce nombre maximum est atteint seulement si la forme quadratique = est la 
métrique d’un espace V,, à courbure constante #4. En supposant par exemple, 
que la courbure # est positive, on peut écrire la connexion de l’espace V,, sous 
la forme 


(34) P= —| 3] deer dhe, (i, [eka =i ET); 


où 9; sont données par les formules (7”). En considérant comme connexion de 
l'espace A,(n > m) 


(35) Uh. = 8$ O-+ 02 0% GE at Pt mens 222670): 


OÙ S,—0(4x—m +31, ...,n), on obtient un espace dont le groupe de mouve- 
ment est donné par les formules 


; J chit ci ; c%ar8 + cri ct 
(36) Re pee ee BATE 
: CRTC, CT EC, 
où le déterminant 
€ 4 ce € 
CUS. em 5 oF 
ct Be oe ce 


est un déterminant orthogonal. Le groupe (35) possède donc P paramètres. 
Nous avons donc le théoréme : 


St la forme quadratique x est formée de m carrés, le nombre maximum des 
paramètres du groupe de l’espace À, est égal à P et ce maximum est atteint par 
l’espace (35) où 9,= 0 et 9; sont données par les formules (7). 


En tenant compte des résultats obtenus dans la première partie, il en résulte 
que l’espace projectif A, dont la connexion est donnée par les formules (35) 
peut être prolongée aux droites fermées x‘, ...,æ", mais ne peut pas être pro- 
longée aux droites fermées æ+1, ..., x”. 

Nous allons supposer maintenant que la forme quadratique x ne contient pas 
des termes en dx, da’ (a, 8 =m-+1,...,n), done que g.3= 0. En ce cas nous 


avons vu plus haut que les P,4 sont aussi nulles, donc on peut poser a= nae 
En posant aussi ¢ = loge, il est facile de voir que g.3—=0 montre que p est 


une fonction linéaire des variables x*, donc que nous pouvons prendre 


p= Aga*+ B, 
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où A,, B sont fonctions seulement des variables a‘. Considérons maintenant les 
composantes g;, et P;,. Elles s’écrivent 


tam oh + (2) + ian. Peet ~ (=). 


ji 0 dx? 0 


Supposons que nous soyons dans le cas ou g;, et P;, sont aussi nulles, 
done que les deux formes = et 5 ne contiennent que les différentielles 
dx'(i=1, ..., m). En ce cas, si les A, sont toutes nulles, les 2, sont toutes 
nulles, les 9; ne doivent pas dépendre de +*, Si les o, ne sont pas toutes nulles, 
nous avons les conditions 


(37) ae = (=) 


Les secondes de ces conditions nous disent que les 9; dérivent d’un potentiel, 
donc que les P;; sont aussi nulles. Il en résulte donc que si les deux formes = 
et s dépendent seulement de m différentielles dz'(i <m<_n), la forme c est 
identiquement nulle. 


Les équations (31) nous montrent aussi qu'on peut écrire 9 sous la forme 
p—= dat + b, 


où a, sont des constantes et où b dépend seulement des variables x‘ et, par 
conséquent, que nous avons 


d 
w= zi llog(@ax7 + b)}. 


Nous avons alors, en accord avec les formules (8), 


3+" -s 1 db 
67) SU a, 2% + b dx! dx 

Si l’on suppose que 6 est une forme quadratique des variables x’, définie 
positive, on peut choisir les variables a’ et æ* de façon à avoir 


p—=(z'}+...+(z") + 2%, 
ce qui nous donne 


2 


(38) pes (dat}t-+...+ (don)*} 


En ce cas on voit que la transformation de variables 


wi=adai+tad (à j—=1,....m), 
(39) a’* =~ aka + af xt+ a* (CREME TEE), 


an=: an — aixi— «", 
= * 3 x 
où | a’, | est un déterminant orthogonal, et où on a les formules 


di = a, a’, MIE UE, 
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conserve la forme quadratique (38). Il en résulte que b Er rs projectif A, dont | 
les ©, sont données par les formules Deas 


| D— ——;: 9:-=0 (m <a <n, | 

(4o) ; + 
| Lo (1) te (OR mi ae rh a 

admet le groupe (39) à . | : 4 
g MORE) 41) (n — m— 1) paramètres, ae j # 


2 LA 
el il est facile de voir que nous avons le théorème : 


St la forme = est de rang m et contient seulement les différentielles dati == 1,5 
m) et si la forme 5 est nulle, l'espace project i665 La un 4 de OUT ÉRENEE 
ayant. au plus S paramètres. | ; | 


ala 
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SUR LES TRANSFORMEES DE FOURIER 


ET LEURS 


APPLICATIONS AUX SERIES 


ET SUR 


LES FONCTIONS TYPIQUEMENT REELLES D'ORDRE » 


Par M. Nicozas ARTEMIADIS. 


INTRODUCTION. 


L'idée simple qui se trouve à la base de la première partie du présent 
travail est la suivante : si l’on considère une fonction indemne» Gia ese 


définie dans le cercle-unité, certaines hypothèses faites sur F(s) entraînent 
certaines propriétés des coefficients { a, } de cette fonction. Si Pon suppose, par 


exemple, que F(:)= 3 +>; a," est une fonction univalente holomorphe dans 
me 
le cercle-unité et que la partie du plan couverte par ses valeurs est étoilée par 
rapport à l'origine, alors l'inégalité a, [Zn a lieu pour tout 2. En partant de 
cette remarque nous avons voulu, sur le conseil de M. S. Mandelbrojt, faire 
correspondre à la suite {a,} une fonction f(æ) appartenant à la classe L, de 
fonctions absolument intégrables sur toute la droite réelle et à F(z) la trans- 
formée de Fourier de /(æ), dans l'intention de trouver une estimation de f(x). 

Ainsi, dans le premier chapitre nous démontrons un certain nombre de 
théorèmes du type suivant : nous considérons une fonction appartenant à la 
classe L, et nous obtenons des estimations de cette fonction selon les hypotheses, 
plus ou moins simples, faites sur sa transformée de Fourier. 

Le second chapitre est consacré aux applications des résultats obtenus, aux 
fonctions données par leur développement en série de Taylor ou de Dirichlet. 
Nous retrouvons done le problème qui nous a servi comme point de départ et 
nous Pétudions munis én plus des outils nouveaux, fournis par le chapitre | 
et des méthodes nouvelles utilisant la transformée de Fourier dans Fétude des 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fasc. 4. oo 


2750 N. ARTEMIADIS. 
ae 


séries. Nous obtenons ainsi plusieurs résultats nouveaux concernant les coeffi- 
cients de Taylor des fonctions typiquement réelles [13]. Nous retrouvons et 
nous améliorons l'inégalité principale de M. 5. Mandelbrojt, qui lui a servi pour 
démontrer son théorème sur la sommabilité de la série des coefficients de 
Taylor d’une fonction typiquement réelle [10]. Nous introduisons deux nou- 
velles classes de fonctions, les classes M et It. Pour la classe MN, un théorème 


ae 


. alors 


ea = 1—0 


UE 


analogue à celui de Hardy-Littlewood (s a,—~o et V'a,x" ~ me 


n=0 


+ ñ Cl . Ey | ae. . . 
Eur) est douné. Pour toute fonction ÿ'a,s" de la classe It liné- 


galité ja, | Ln a lieu. De nouveaux résultats intéressants, sont obtenus 
concernant les coefficients de Taylor d’une fonction univalente holomorphe et 
étoilée dans le cercle-unité et les coefficients d’une certaine classe de fonctions 
représentées par une série de Dirichlet. 

Dans le chapitre II nous nous occupons de la classe &(p) (p entier positif) 
de fonctions typiquement réelles d’ordre p. Cette classe de fonctions a été 
étudiée par MM. A. W. Goodman et S. Robertson dans [8]. Nous généralisons 
Le théorème de M. S. Mandelbrojt, mentionné plus haut, dans le cas où p >1 
en introduisant une nouvelle méthode de sommation (OT, sommabilité) ins- 
pirée par celle de M. S. Mandelbrojt et nous donnons des estimations concer- 
nant les coefficients des fonctions de la classe &(p) plus précises que celles 
de MM. A. W. Goodman et S. Robertson. D’autres résultats de caractère 
taubérien concernant les séries de coefficients des fonctions de la classe 8(1) 
sont obtenus. 

La plus grande partie des résultats de cette thèse ont fait l’objet des Notes [1 |, 
[2], [3], [4]. 

Je suis très heureux de pouvoir exprimer ici ma profonde gratitude à 
M. S. Mandelbrojt pour les conseils qu’il m'a prodigués pendant la rédaction de 
ce travail. 

Qu'il me soit permis enfin de remercier MM. G. Choquet et J. Dixmier qui 
avec M. S. Mandelbrojt m'ont fait l'honneur d'accepter de constituer le jury. 


NOTATIONS. 


I. Nous désignons par 


Th(2)=Tify=f f(x)ede 


la transformée de Fourier d’une fonetion f(x) de la classe L, de fonctions abso- 
lument intégrables sur toute la droite réelle. 


sane 
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Il. La classe des fonctions qui sont de 
de la classe L, est désignée par A. 


III. Si g(a) est une fonction réelle de la variable réelle x 
par g(x) la fonction définie comme suit : 


&(x) lorsque g(x) <o, 
&(z)-= o lorsque g(x) So. 
IV. Par 
fre=[ fans) 
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S transformées de Fourier de fonctions 


, nous désignons 


nous désignons le produit de composition de deux fonctions /(æ) et g(x) de 


la classe L,: 


V. Etant donné une fonction fEL,, nous désignons par E, l’ensemble des 


valeurs de la variable x, telles que R, T(f) <0. E; sera la fermeture de Ey. 


VI. Si a, Ay, 2 sont des nombres positifs finis, nous désignons 
Dune (X) = wx(x), la fonction de la classe A définie comme suit : 


0 pour |a/Nat 2g, 
où (a) = hy A » Sh DEL fre 
hy » false 
i “© > ORL AZ Ob ae. 
2S 


VII. Posons 
TP, (x2) = @,(@). 


On trouve 


VII. 
hy. cosaz.x — cos (ay, + 2E,) ar 


2KEy qe 


P, (a) = 


Si À est un nombre réel, on pose 


IX: 
fa 22) Per) elt) amit 


X. p. p. est Pabréviation des mots : presque partout. 


par 


N. ARTEMIADIS. 


CHAPITRE I. 


ESTIMATION D'UNE FONCTION APPARTENANT A LA CLASSE LE 


1.1. Dérnrion pe LA cLasse L'. — Nous dirons qu'une fonction f(x) appar- 
tient à la classe L} si: 
ge f(x)eL;; 
b. ET EL. 
Remarquons que si f(æ)€L;, il existe toujours une suite d’intervalles 
fermés { 14}, telle que E-c LL et telle que si Pon pose 
k 


Late. 
hi=max|R.T(f),  (zxelnE,;) 


on ait, si l’on désigne par I, la longueur de l'intervalle T,, 


> Lu <+ x. 


k=! 


Étant donné une fonction f(x)EL, nous dirons que la fonction P(æ) est une 
régularisante de f(a) si, 

a. P(x)eL;; 

(be R. T(f + P) =o. 


1.2. DÉFINITION D'UNE FONCTION REGULARISANTE D'UNE FONCTION DE LA CLASSE L,. — 


Remarque. — Il est clair que la classe L; n’est pas vide. Par exemple, toute 
fonction de la classe L, dont la transformée de Fourier est à support borné, 
appartient aL}. Une telle fonction aura comme régularisante une fonction de 
la forme (VIT). Remarquons aussi que si f(a) EL; et TR, TCP) eA, alors la 
fonction 


à Je wef [Reb Pret ds 
est une régularisante de f(x). 
1.3. EXISTENCE DES REGULARISANTES DES FONCTIONS DE LA CLASSE L,. 
Leuwe. — Hypotheses : f(x) EL}; soit | :,\ une suite de nombres positifs telle 


we. | ‘ CS » * . 
que d'huss + x, où h, est la quantité (1.1.2): désignons respectivement 


fret ; 
par — 7, ct a, l’abscisse du milieu et la moitié de la longueur de l'intervalle |,,; 


st P,(æ) et m/* sont respectivement les fonctions (VIII) et (IX) pour À = 
posons formellement | 
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ee 


et 


k=: 
Conclusions : 


1. P(x) est une fonction régularisante de f(x): 
b. P (2) est continue; 


Lee) == w(x). 


Démonstration. — D'après (VIL), on trouve 


ee 


Px(zx) chee — _ Ag (e+ 8x) sin (ax + Sp) vw smax Re 
is (ar + &)æ tk 
d'où 
nye hg (de &x) 
À REC ENST VE 
: | Px(x) ef | le : | | 
Par conséquent j 7 | as 
a Le ee : 
Ne MENT £ #3 Fe ti : , : . ris hahaa 73 ee 
“2 4 A os Dig Sg “vy ” - rat AS > EX ; DE 


’ ta sti (f.3. a) étant vaiormenent convergent la onetion P(x) we 


15 ia abe 45e 


(AU D 


# HAS la oo oY 
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Posons 
= 1 
G(x) = Ÿ sax), 
a 
a 
SA vr) =? P4(x) Clk 
oa 
2,(2) = sit (x) 
RSI 
On a 


Mais puisque 
Gtr)IZG(#) et .G(r)eL, 


le théorème de Lebesgue concernant le passage à la limite donne 
0 (2) = lim Q,(x) = lim Ja Si (2 e742 =: P(r}ezdr: 
n= L'ÉLITE me 


On en conclut que w(a)E À et que T(P) = w(x). 
On constate enfin que d’après la façon dont on a construit la fonction P(x), 
ona 
R.T(f+P) So. 
On en conclut que la fonction P(æ) est une régularisante de la fonction f(æ) 
ct le lemme se trouve démontré. 


1.3.3. Remarque. — Le lemme 1.3 affirme que toute fonction de la classe L; 
possède une régularisante. Elle en possède même une infinité selon le choix de 
la suite {24}, | 

Dans le paragraphe suivant, nous démontrons un certain nombre de propo- 
sitions qui peuvent être considérées comme cas particuliers du théorème 
principal de ce chapitre, théorème que nous démontrerons dans le para- 
graphe 1.5. 


1.4. THÉORÈME : 

1.4.1. Hypothèses : f(x)EL,;: R-T(f) 0; Wl existe un nombre c dont la 
partie réelle est positive et tel que [ | | f(t) + f(—t)—e| =: < æ. Posons 
2f(o)=e. 

Conclusions : 


| f(x)|+1f(— 2x) | cos { arg f(x) + arg f(— «)}<aRef(o) p.p., 
(\fle)|+|f(—2)|) (+ cos | arg f(x) +argf(—x)}) ZAR f(o) p. p. 
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Démonstration. — Considérons un nombre réel + et posons f(x) = f(x) e*". 
La fonction f,(æ) a les propriétés suivantes : 


1252 - 

1° Ji(r)eL;; 

2° R.T(f,) So: 

3° R. file) > 0; 

fe [IMO +R 9 aK Z <4 =. 


En effet les propriétés 1°, 2°, 3° étant évidentes, démontrons la propriété 4°. 
Ona 


fi iosen—o-KolF 
fiso+r—9 aso - | | 
+ fo ee af ik 
Donnons-nous maintenant ict nombres positifs R ete et posons 
TP)=9(2), TMA) =o(), 
if (0 W=tfe edad f Le (a) +9 ae, 


| I(o) = =f. us f- Corte) + a)de 


D après la Sales ue sur fi Glanon DEEE 4°, on a 


If) — ft) 1dt< 2: 


limi ©) er Fos fe Le (2) + 0 Cats, 


im a o == 35 J, Lt) + 2)] dx. 


>! Saut GE LT 
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Considérons maintenant l'intégrale 
Ii (0) = =) PRET (Ne) ea 
et passons à la limite pour &—0. On trouve si Von tient compte des (1.4.3) 
lim Ef (2) =9/fi(o)— f(x) —fi(— x) P- P- 
d'autre part, ona 
ie) 2 fg (ayere sine da. 


Pot 
Pio) Bit ote) ES 
cea” 


owen remplaçant f(x) par f(æ)e®", 


Re[ f(x) el nol Seen j-caRf(o) p. p- 4 
Si lon choisit = = tel que | = ; | 
: 3 et + arg f(x) = 0, d + j= 
ona ' 4 
= a 
ia 
. fo) (= 2) 00s; arg f(r) + arg f(— PI LAR/(e) LAS 
En changeant a en —x dans (1. 458) ontraiye Le a ial . 
L.4.5, | | 


RAM D HEURES de Cac aa Adiog'al ses nr Blé i 
a te ‘ = 
À me a + Se ry + arg f(r); ae f(o) sh Fe = A 


4.5) nage 


i ae 
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Ver RS PR : 
1.8. Se f(x) satisfait aux (1.4.1) et si 


a>. ta aids = : 
i 9 + 0<arg f(r) = - 10: 


CURE 5 1g =: alors 


> +R. /(e) 
S(x@)|+ f(—=x |. TR ( 
à =e 1—cos2o PP: 

Démontrons maintenant une proposition qui peut être considérée comme cas 
particulier du théorème 1.4 et dont la démonstration est presque la même que 
4 à LA Le = VA r + ” . . . nl . . ‘ 
celle du 1.4. Nous préférons néanmoins énoncer cette proposition sous forme 
de théorème ci : erons const: tus I 1 | 

rème car nous en ferons constamment usage dans le chapitre suivant. 


1.4.9. Tnéorèue. — Hypothèses : [(x)e::; f(x) continue; RT(f)=>0; 
R/(o) > 0; T(/)EL:. eT(P) > 0; 


Conclusions : 


a. f(x) |+if(—z)i} cos (arg f(x) + arg f(— ©))}|<2R,f(o0) partout; 
b. [| f(x)| +} f(— ©) |] [1+ cos { arg f(x) + arg f(— x)}]Z4Ref(o) partout. 


Démonstration. — Considérons un nombre réel + et posons 
fix) = f(z)<", TY) = (x), T(fi:) = (x). 


Considérons ensuite l'intégrale 


LÉ =) ia) (2 — el" — el) da. 


On trouve 


xf 


I(x) =2fi(o) — file) ft 2) = i fo sin? == da, 


d'où 

R(J(æ)et + f(— ze) = 2K. f(e) partout. 
En choisissant le nombre + convenablement et en opérant comme dans la 
démonstration du théorème |. 4 on arrive à la conclusion désirée. 

Le théorème suivant est du même type que ceux que nous venons de 
démontrer et fournit une estimation de la fonction considérée en un point 
particulier. La démonstration étant semblable à celles des théorèmes précédents 
nous n’en donnons que ses points essentiels. 


1.4.10. Tutorime. — Hypothèses : f(x)EL:: f(æ)= 0 pour xo; il existe 
un nombre c dont la partie réelle est positive et tel que 
: dt 
[yat <i 
0 
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R,T(/)=0. On pose 
shjaf(e+O+f(e—-Yaas(r) et 2flo)=e. 


Conclusion : Pour chaque valeur de x.pour laquelle 


: { “hae ll of 
ee See el fe(Ol—< x. 
on a . 
f(r) | 22K. f(o). 
Démonstration. — Considérons un nombre réel = et posons /; (2°) a AE A es 
La fonction f(x) a les propriétés suivantes : 


” Jfi(x)eL;; 
a RTE" 
3» fi(e)=o pour 2 <0; 
4° 2fi(o) =6; 


5° Si pour une valeur de x, soit a», ona 


3 dt 
Je<+s a ff ishinif<e. 
0 


alors 


ee d 
6° J AO 2K iG <x. 


Les quatre premières propriétés sont évidentes. La propriété 6” résulte de 5° 
sion y pose x,— 0. Démontrons donc la propriété 5°. Supposons que pour 
x = x, les hypothèses qui figurent dans 5° aient lieu. On trouve 


: . d : d ge : + 
fisoigef ao f SOS AE 


1 
hf 
0 
La propriété 5° est démontrée. 
Posons ensuite T(f)—%,(2) et considérons, pour la mème valeur de v=. 
et pour un nombre R positif quelconque l'intégrale 


sin LT 
t 


|f(to+ t)—f(to— 0) |dt< x. 


R 
1g (ay) = af a1 (a)[2 — etre — ei] do. 
1 


A partir de ce point la démonstration s'achève comme dans les théorèmes 
précédents, c’est-à-dire par passage à la limite pour R—+ et ensuite par un 
choix convenable de +. 

Démontrons maintenant le théorème principal de ce chapitre. 


= a de EE 
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Sais 


1.5. Tutorime. — //ypothèses : f(æ)eL;; il existe un nombre c dont la partie 
réelle est positive et tel que 


| | f(t) + f(— 0) te Lx; 
P( ax) étant la régularisante (1.3.1) de f(x), posons 


F(z)=f(x)+P(x),  afley=e,  K== hat a). 
Conclusions : = 
host 
_ [F@) [+] FC 2) | cosf arg F(x) +- arg F(— 2); 2 2(Ref(o) + KY) p.p., 
155 <2. 


[| F(z) | +] F(— 2) |] [1+ cos{ arg F(w) + arg F(— x)}] =< 4(Ref(0) + KY) p-p. 


Démonstration. — On peut facilement vérifier que la fonction F(x) satisfait 
aux hypothèses (1.4.1). En appliquant donc le théorème 1.4 à F(z) on arrive 
à la conclusion désirée. 


1.5.3. Corottaire. — Si f(x)=0 pour x < 0 et satisfait aux hypothèses du 
théorème 1.5, si l’on pose 
Ki = DUT 
rail 
alors - 
| f(x) |Z2Ref(o)+4Kr p-P- 
Démonstration. — De (1.5.1) pour x > 0 résulte 


ee À 
I f(x) 122 (Re f(o) + KE) + |P(w)|+|P(— ©) |Z aRef(o) + 4K7+ 2D hae. 


k=1 


L'inégalité (1.5.4) est vraie pour toute suite fe} telle que > her Co. 
, = 


On peut done en choisissant convenablement la suite {¢,}, faire tendre cette 
somme vers zéro. Le corollaire est établi. 


Remarque. — Les propositions que nous venons de démontrer, fournissent 
en général, des inégalités contenant f(x) et f(— x) en même temps. Mais on 
constate facilement que si l'on fait l'hypothèse supplémentaire que f(x)=0 
pour x << o [comme dans les cas (1.4.6), (1.4:10) et (1 5.1) ou que f(@) 
est une fonction paire ou impaire, on peut obtenir une estimation de cette 


fonetion. 
9 « 
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Dans le théorème qui suit, nous donnons séparément une estimation de f(z) 
pour xo et ao, en faisant certaines hypothèses sur son comportement 
lorsque æ tend vers + et —o. 

q 


1.6. THÉORÈME. — Hypothèses : 
1.6.1. La fonction f(x)eL.. 


1.6.2. Il existe un nombre c dont la partie réelle est positive et tel que 


f ro + t) AT <= 


PORTO) ER, Ba) 0: 
1.6.4. Il existe deux nombres positifs 4 et 2, tels que pour presque toutes 
les valeurs de x suffisamment grandes, on ait 

fr) == © (eres) pour æ—+, 

f(x) = O(e*) pour æ—— x. 
1.6.5. {existe deux nombres 1. et À tels que 

(RQ EE ME 0 2 € Le 
R.9(2 + 12) = 0, R.@(2 — (2) 0. 


1.6.6. Posons 


2 f(0) ed 
Conclusions : 
- 2Re (0) 
[flay ee pour presque lout x 0, 
2R,f(o 
Le) TZ de) pour presque tout x0. 


Démonstration. — Considérons un nombre réel =, et posons 
ST) = Se) fie) = fa), F(x) = fi (eye. 


Nous avons déjà vu, dans la démonstration du théorème 1.4 que la fonction 
g(æ) a les propriétés (1.4.2). Nous allons démontrer que les fonctions A(x) 
et F, (2c) ont aussi les mêmes propriétés. Pour cela, il suffit de montrer qu il en 


est ainsi pour F(a). Les propriétés 1° et 3° étant évidentes, démontrons les 2°. 


ct 4°. 
Posons 3 = 4 + v6. Dans la bande o 4 << A, la fonction 


9(2) sf Afin) el dx 


est analytique et régulière. 
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Ona 
Th.(2) =9(a%+ th) =0;(2), 
TE\(e) = 9, (2+ 2) = 0 ( 2-4 74-7) = 9; (x). 
D'après (1.6.5), ona 


Red; (2) = 0 
et la propriété »° est démontrée. 
Posons 
evs] = si Gee At) A(t). 
Ona 


firoiren ako Sef oer ses—ye—asloy|F +6 


4 SCO) [t= (— 2.0) A(t) + f(— Olt + 70 A(— DT — 2 f(o)} ze +C, 


dt 


yA DSO + ds ODA += DUA 9 |S + GE», 


où Cy. Cs, Cy sont des constantes finies. La propriété 4° est aussi démontrée. 
Considérons maintenant deux nombres positifs Ret ¢ et posons 
T(g) =G(«), 


ee fares RUES ot ets om 


ss PAR ose t =) orient 


L A CE 9 a= eS ent 


* alee Effie Rs a 2) de hi ait 
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Posons ensuite : (ay, Fi 
24 = 3 5 -22? yg de Ps 74 ex! | 
KE (0) = alk g(2)e = da = ut [p(a) + 9(— a) Je da, 


I£ (0) = ae G(a) e—<* da — AA [G(x) + G(— a) ] e-£** da, 


Waser erence x DES Ju sp LA 2! G} à 
= fe 9;,(a) e-** d= ef [n(a) +o(—a)]e-* da, : 

Fo) af sure da = ap [@;, (x) + D,(— 2) ]e-*** dz. + 
Puisque les intégrales (1.6.7) existent, on a d'après un théorème d’Abel : — 

1.6.8. | | 0 

limI/ (0) = liml£(o) = limE«(0) = limIF:(0) = f(0). # 

< . EE) £=0 | ==65 | ni 

Considérons maintenant les intégrales bn ae 


LOC AE G(2) eo — — ete ody, 


LR val ae ab 


et passons à la Fane poure=o. 
On trouve si l'on tient compte de (1. 6. 8) 


: . 


| LUIDPENOES (2) — gle) oe 
he SCT EA TES Bok res a i. 


D'autre part ASS Se ie Lis + AA a 
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En multipliant (1.6.10) par e- et en ajoutant membre par membre l’iné- 
galité ainsi obtenue et (1 -6.9), on trouve pour x Yo : 


Si Von choisit = tel que 
arg f(x)+Tr—=o, 


on trouve finalement pour æ 0 : 


2R. f(o) 


F(x) | — rae P- P- 


1€ 
De même en considérant les fonctions 
Siri stiri er, Ja(x) = f(x) 2"; FX) = fy (a) ef 


et en opérant comme précédemment on trouve peurzo: 


fey RO pp. 


an UN eat 


Le théorème est ainsi démontré. 
Démontrons, pour terminer ce chapitre, deux théorèmes qui correspondent 
aux deux propositions suivantes, dans la théorie des fonctions univalentes : 


zx 


a. St F(z)=5 +Y a," est une fonction de la variable complexe 3, univa- 
a=? A 


lente holomorphe dans le cercle | :| < 1 et si les a, sont réels, alors 


jan CLR RTE 


bi F(s)= 5:+Ÿa, 5" est une fonction de la variable complexe 3, univa- 
lente holomorphe dans le cercle |3| <1, et si la région du plan couverte par les 
valeurs de F(z) est étoilée par rapport à l’origine, alors 


la, | Zin (nr A EE 


1.7. Tntorime, — Hypotheses : 

1.7.1. La fonction f(x) St réelle et appartient TRE 
LISE TL) = 0 pour to. 

1.7.3. La fonction (a) = A TF(f) A 0 pour 3 0. 


A let, af [©] > O. 


4 


1.7.4. On suppose 
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J()1< = [ [2 |e p- p- 


0 


Conclusion : 


Remarque : Il eaiste des fonctions satisfaisant aux hypothèses du théorème (1.7) 


. 5 y , e“—1 aa 2 EN 
Citons comme exemple la fonction f(x) égale à pour x0 et égale à zéro 


pour æ << 0. 


Démonstration. — La fonction Y(a) étant continue et ne s’annulant pas 
pour «540, on a pour x >> 0, ou bien (a) >> o ou bien Y(a) Co. 
Considérons un nombre positif B quelconque. On trouve 


de U(x) dx =[{ © J(æ) dx -f Æ f(x) l cosBx dx, 
B x x 
lim f U(x) dx 230 L(2x) dx ae LO) x, 
Hox./, o + ” : 


On en conclut que 


d’où 


Lis} So pour DA se, 


UNG mind pour o>2z>—~, 


L(G) 30, 
Yael. 
I(x = ie 


Considérons la fonction t sa transformée de Fourier qui est 


égale à (2). En utilisant le fait a en on trouve 


ea =|. M(x) sinzz dr p. p., 
d'où 


nay <2 [ae pp. 


Le théorème est démontré. 


1.8. TréorÈme. — Hypothèses : 

1.8.1. Les fonctions f(x) et x f(x) appartiennent à \.,. 

1.8.2. Si l’on pose G(x) = TD on suppose que T(f)< 0 et que G(x)E A. 
1.8.5. La ligne que décrit 9(%)—=T(f) est simple et étoilée par rapport à 


l’origine. 


ET Si G(a)= Ty), on suppose 


Kl= borne [1 + cos {arg g (x) + argg(—x)|]> 


| 
| 
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1.8.5. Il existe un nombre c dont la partie réelle est positive, et tel qu’on ait 


1.8.6. On pose 
PAG) == Cy 
Conclusion : 


rte) Sp ph pep: 


Remarque : Il existe des fonctions satis faisant aux hypothèses du théorème (1.8). 
Citons comme exemple la fonction f(x) égale à x e-* pour + 0 et égale à zéro 


pour a <0. 


Démonstration. — Posons 5 
ga) = 9(z) ef). 


Ona 
} ce She) = = log p(æ) + rà(a), 
d’où 

JI {logo(x)} —0(x). 
On trouve 


3 {logo(a)} Gore le) 52) cs 


Da er segues Sek 8. 3), ona 


; > x Pro | | 
pire constate ES le corollaire 1 bre est ‘applicable : à aby Fonetion , re 


RU ; gi ao fab LE Pa pus: eo 4G of , 
trouve 
UFO 


‘ uu D En ET ee 3 2, ah à sad hé Due aM La 
css cer. rot" dois pr 
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DISCUSSION DES RÉSULTATS OBTENUS. 


Les propositions que nous yenons de démontrer nous conduisent a la conclu- 
sion générale suivante : une fonction de la classe L, sous l'hypothèse essentielle 
d’avoir la partie réelle de sa transformée de Fourier non négative, est majorée 
par une constante ou par une fonction simple, comme par exemple dans le cas 
du théorème 1.6. Ainsi, étant donné une fonction appartenant à la classe L,, si 
l’on veut arriver à une estimation de cette fonction, il est naturel de penser à se 
ramener au cas où l'hypothèse essentielle en question est satisfaite. 

A cet effet les méthodes suggérées par la théorie que nous avons exposée 
sont au nombre de deux. 

La première consiste à chercher une régularisante de la fonction donnée. 
Nous avons vu que grace au lemme 1.3 cette régularisante existe toujours pour 
les fonctions de la classe L*. La notion de régularisante est en général liée a 
celle de la distribution des valeurs négatives de la partie réelle de la transformée 
de Fourier. Dans le cas particulier où la suite {I,,} des intervalles, qui contient 


l’ensemble E; est telle que Th< x, la fonction f(a) appartient à la classe L: 


et elle possède par conséquent une régularisante. Pour s'exprimer d'une façon 
générale, la recherche d’une régularisante est indiquée lorsque des renseigne- 
ments sur le comportement à l'infini de la transformée de Fourier sont donnés. 

La seconde méthode consiste à trouver une fonction de la classe A, 
soit B(a) —T (x), telle que si 9() est la transformée de Fourier de la fonction 
donnée f(x), on ait R.[9(x)B(x)]==0. Il est évident que cette méthode nous 
conduit à chercher une estimation de la fonction fx 3 et non pas de f(a) qui nous 
intéresse. Mais comme on le verra dans le chapitre suivant, l'estimation de fx 3 
nous permettra souvent d'obtenir une estimation de /(æ) elle-méme. L’appli- 
cation de cette seconde méthode est indiquée dans le cas où les points de chan- 
gement de signe de la R. T(/) sont donnés. C’est dans ce but, qu'au début du 
chapitre suivant, nous donnons quelques lemmes, d’ailleurs très simples, 
concernant la construction des fonctions de la classe, A dont les changements de 
signe sont donnés d’avance. 


CHAPITRE II. 


APPLICATIONS. 


2.1. QUELQUES PROPOSITIONS PRELIMINAIRES. 


2.1.1. Lemme. — Étant donné q nombres réels : a,-<a,—...22a,, et un 
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nombre positif quelconque i, la fonction 
7 
B(e) =| J 7 «4 
Soe, Il A* + (a — a)? 
r= 
appartient à la classe A et change de signe seulement aux points ai} (t==15.2; «.., 9). 


Démonstration. — Considérons les fonctions g(x) et g,(a) définies comme 
suit : 


ee pour. æ 0, 
g(x) = 
0 pour æ<o; 
ae. — of — 
Poe PN Sa 3 ino ) mA mlb 
On trouve 
Ate Liar à 
T(#1) = 91(2) = = 


Mais ona 
4 — X& 


Tle, (2) eo? | S62 2) = ——— 
[$1(z) = x) a pee aT 


Par conséquent la fonetion B(x) comme produit d’un nombre fini de fonc- 
tions appartenant à la classe A y appartient aussi et il est évident qu’elle ne 
change de signe qu'aux points { 4; } donnés. 


: : .  sinrao : . 
2.1.2. Lemus. — Si à est un nombre réel, la fonction —— appartient à la 


classe A. 
En effet, par exemple. pour © > 0, on a 


TS (xr) sina 
IUT) — » 
où B;(.r) est définie comme suit : 
FAX RE à 
: our |.r|.<6 
$3(ax) = 4 2 Pete" 
0 ailleurs. 


2.1.4. Lemme. — Sr F(s) aa DNs 3” est une fonction de la variable complexe 
n=0 


3 — re, régulière dans le cercle-unité, alors pour une valeur de r fixe (or <1). 
la fonction 


cit — } 


F(re*) 


(x 


de a, appartient à la classe A. 
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Démonstration. — Considérons la fonction f(a) définie comme suit : 
ALT 
: (CAT pour AZT<N+I (TON ond ee ENS 
RTE 
of | a pour Lie Oe 


Il est clair que la fonction f(x) appartient a la classe Ly. 
On trouve 


G a ety ‘ ls I À 
= à ALT a oft an 3 — * Pi 
Tip)=f faye dr = Y ar f ef” dr — ae F(r¢ ) 


now 


et le lemme est démontré. 


2.2. La CLASSE © DE FONCTIONS TYPIQUEMENT RÉELLES. — Une fonction 


F(3)=3+3 as" de la variable complexe z=re* régulière dans Île 
n=2 


cercle |s| <1, est dite typiquement réelle dans ce cercle si elle n’est réelle que 
pour des valeurs de z réelles. 

Il résulte de cette fonction que les coefficients ; a, | sont nécessairement 
réels. 

On démontre [13], que les propositions suivantes sont vraies pour les 
fonctions de la classe ©.. 


a. La classe & est caractérisée par la relation 


p=) 


meme . 


sign J F(3) = sign J (3). 
b. SUF(s)\EBet —1. <x i,ona 


a aes 


sign F(a) = signa. 
ce. SUF(s)\EGetu ~x-<1, 0na 


es Me 


2.2.4. Le théorème de M. S. Mandelbrojt [10] : St F(:)e®, la limite 
lim F(r)—=F(i) existe (cette limite peut éventuellement être égale à ++) et 


l’on a 


Gust 


Ti Out... + Ont — 


fini Fur Fi) ein: 
"1 1-0 a LL 


Ou 


Ti iA dut oe a; (eS 162 tr D 


| 
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Dans le cas où F(z) est en plus une fonction impaire, on a 


lim F(r) = F(1)ss lim 22 % 


r= 1—0 Nox a 


Pour démontrer son théorème M.S. Mandelbrojt établit d'abord l'inégalité 
fondamentale suivante : 


> ay 


— eae 


é UE s 
ee de 2 + = 2 RG): 


C'est cette inégalité que nous allons démontrer et améliorer lorsque F(1) = x. 
Plus précisément nous démontrons le théoréme suivant : 


2.2.6. Tutorneme. — Si F(s)€@ et si 
him (1— r)? F(r)=8, 


r=t—0 


“ f 
prit a+... + + = a2 F (0). 


Démonstration. — Considérons la fonction f(a) définie comme suit : 


| Enr sarl pour Tv, à se 


FFE as = Ese 


oO pour Pie i, Pi j = 


où rest un nombre fixe pour le moment : 0 ocr <1. Posons 


Lest clair que /; ee CRE mn. 
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Les notations du (2.1.1) étant conservées, considérons les fonctions g(x) 
et g(x) qui figurent dans ce lemme. Ona 


T (81) = 91(2) = 5" 
Posons 
M(aj=4(z)qi(a) et A(x)=fi kg 
Ona 3 
Th,(2) =H(a) =: 288270) 
et 
2226 


MG: 7 [ONE +N 6x0 sn) +60 AN dy- 


On constate que la fonction 4,(æ) est continue, réelle, paire, appartient a Ly 
et que H(a)eL.. 
Calculons À,(0). On trouve 


ST et Sh SP eh D Gg bys FF 
nee oe fire rien dent 
n=0 
donc d’après (2.2.2), ona 
0 <h,(0) L+x. 
En appliquant le théorème (1.4.9) à la fonction 4,(x), on trouve 
2.2.9. 


|A,-(2)|h,(0) partout. 


Choisissons maintenant x = v= entier positif et le nombre À = log(2 —r). 
Pour simplifier l'écriture, posons 


« v 
: A, fo Gat | 
B(r) =>, aad an UES B,(r) ta te + ar") erin, 


enn 
n=0 n=2 
—1 
An" + An ghee 
Cya(r) = =) Ss en 
n=0 


De l’inégalité (2.2.9) découlent les deux inégalités suivantes : 


DS ETES , 

B(r) (e” — 1)? eB, (r) + e%"C,_, (7), 
ye ES 

e*B,(r) + e?"C,_4(r) 2 B(r) (e+ 1)?. 
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Mais ona 
lie Ber) (e**— 1)? = lim BG): — à (e"?— 1)? 


L 
ri \ CA a r\? 
pea 
\ e 


Par conséquent, dans (2.2.10) et (2.2.11) en passant à la limite pour r=, 
on trouve 


== hye. 


| 2.213 
IS : ; a, 
Py? LI Ag hyn Ss 


pe FG ER 


Le pe 
T+ a+... Uy pt ae 2F It); 


| 
1 
; 
! 


d'où la conclusion (2.2.7). 
2.2.14. CoRoLLAIRE. — Si F(s)EBet F(r) ~ jae alors : 
== 0) ey 
a. quel que soité:0<43< 2,0na 
ene y oi “ 


hapless Se nt 


VE y 


7 IS ds+..- +, 
b i = ©. 
VAR # 


Démonstration. — En effet on à 
cs {a—ryF(r)] = I 


et la conclusion a résulte de (2.2.12) pour Tas = 


_ D'autre part on sait que | l'inégalité | a|£v (v entier posit) est vraie pour 
es de ts ES Par Re ER la conclusion b découle de a si Fo 


wes Fane © hall = 
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on ait à partir d’une certaine valeur de r suffisamment voisine de 1 : 


L 


eth ae 

sin 2 & . sin 3 & sin(A+1)7 
Mir) 1+ BS + BS +...4+ BE ———_ ] > 0 
Mo ir] Eee pieimee tif See 


Posons 
1+ tly tt. Fay S$; (1, 35 222 


Conclusion : 
i gees a —- (Ge are 72S. + Y3S2:+ 272 HO) ae O; 


29 cl Æ = {r(S+S FE 1) + M (Syst Sy) +7 re (Sysk S11)}|2\e 


Démonstration. — Considérons les fonctions (x) et p,(a) définies comme 
suit : 


: ' . - . 
BU ad er == = ae PCr Sit TSI (tia Re 


p(w) == ja(— x), 

Mn} ee Norte let, 
HER) = Yar" pour n<|z|Zn+i1 (ENS EE), 
(x) =o ailleurs. 


On voit facilement que les fonctions Ee) et u,(a) appartiennent a la 


classe L,. an 
3 Ona Sa RE? ae ‘ + 

TU . Û > fs yt tie ; srati Va cet | 

M(py== IF (s), ; : Œ ‘ Van 5 SENTE 
ka ; a eat EE i fe 
Tyee f "pl cosa de Re 3 
: ue 5 
: : ee en} EDA sores 2 #8 
3 = en Cr) fs BY Re tag <i ae r sin(k+1)2"], np = 

{pies Gains ¢y HAN) ap tel AA ne Fous 


x Dr te oa magia . ee 
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D'autre part 9,(@) EL, et H,(x) étant continue, ona 


na 


: : 
HO) = Le | 0, (4) dx 
et Comme 9,(x)=< 0, on à 


I, (0) > 0. d'où lun 1,(0) 
Fr=i—0 


>» 0 


et de (2.2.16) résulte, en passant à la limite, pour r—1, la conclusion 1". 

Du fait que (x) et ,(æ) sont des fonctions paires résulte que H,(a) est 
aussi une fonction paire. En appliquant le théorème (1.4.9) à cette fonction, 
on trouve 


2,2 re. 
4 


HH(r)|ZH,(o) partout. 


Pour x =v — entier positif ou nul, on trouve 
À = I = a] : Fe re = 
(>) = P(r)F St Sas =[yo(Sv+ Sy) + ¥1 r(Syai+ Sys) +... + MIN ONE Sven 


En remplaçant dans (2.2.17) la valeur de H,(v), et en passant à la limite 
pour r =1, on obtient la conclusion 2°. 
Le lemme est établi. 


2.2.18. Lemme. — Hypothèses : F(3)€@; il existe un polynome 
k 
P(r) = rt (yi réels). 
i=0 
tel que si l’on pose 
RS ei ee 
yr : 
on ait à partir d’une valeur de r suffisamment voisine de 1 : 
sin2œ 


sin(k +1) 
Gen | 1+ Bs = f+ Bias et |>e. 


sin œ sina 


Posons 
I+ @:+...+aj=S, (J'me 


Conclusion : 


Yo(Sy+ Soi) + 71 (Sri + Sy-2) +... + YK (Sve Syn) SS 2 Yi + Y2S2t..-+ vase). 


Démonstration. — Elle est presque la méme que celle du lemme précédent. Les 

: PAR 

notations du (2.2.15) étant conservées, on voit facilement que l inégalite 

(2.2.17) est encore vraie, d'où en opérant comme précédemment on arrive à 
la conclusion désirée. 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. 4. 
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Remarque. — Le choix du polynome P(r) n'étant pas unique on peut trouver, 
en choisissant convenablement P(r), des relations concernant les coefficients 
d’une fonction appartenant à la classe &. Par exemple si lim F(r)<{æ en pre- 


r=i—0 


nant P(r) =1 on retrouve l'inégalité (2.2.5) de M. S. Mandelbrojt. 


2.2.19. Taéorëme. — SF(:)EeGeF(r) ~ ——ona 
‘ paid 
a sx y a— Ayre SERRES Hi #5 A ho TE | 
Démonstration. — On prend P(r)=2 3r+r? et l'on applique le 
lemme 2.2.15. 
| 
2.2.20. Théorème. — Si F(:)Ee&, ona 
; : 
(ya — (yn « 
Meds ge doi Pes PE 


Démonstration. — On prend P(r)=2—r—r* et l'on applique le 
lemme 2.2.18. 


2.2.01. Tutorime. — Si F(s)€%, ona 


Uy +2 — (yo 


D — Us + yp — Gy + See D 


Démonstration. — On prend P(r)=2—3r-+r? et Fon applique le 
lemme 2.2.18. 


2.3. SÉRIES DE DIRICHLET. FONCTIONS UNIVALENTES. 


2.3.1. Tutorime. — Hypothèses : Soit hk;— 0, ho, has -.., une suite de nombres 


positifs (Anis > An, UMA, =-+ 0); la série >) a,e’"(s=a-+ it) converge abso- 


uw) 


lument dans le demi-plan Res <0; R.( > a =) ~.0; Ra >o; il existe un 
\ + | 


nombre positif d tel que pour tout n, on ait hy» .4— À, d. 


Conclusion : 


l'an 2 Red) ED Ree ees em 


Démonstration. —— La série Y'a, en représente une fonction de s holomorphe 
DE | } 


dans R,s << 0. Soit F(s) cette fonction. Considérons un nombre & : 0 << “et 
désignons par I, l'intervalle [A,— 8, A,+¢]. 
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Il est clair que siz+<j, onal;nl=O. 
Posons E= | )1,, et définissons, pour 5,< 0 la fonction f(a) de la variable 


n 


réelle æ, comme il suit : 


| ERA 
— ag ehnt pour vel, 
2, CHEST NE 


Ja(x) = 
AE o pour ré, 


La fonction /,,(2)EL,. En effet ona 


PACE f Vel) lde=3y jalan. 


| n=l 


sinto 


/ 
| Calculons la transformée de Fourier de f,,(æ). Ona 
| 


F(a) + tt). 


= La = s 
T (fo.) =. J fol) elt. dx =>, 34 Co dr 


Considérons la fonction $3(x)-donnée par (2.1.3) et posons 
| ¥: | ho (&) = fo, kB? 
On a 


sin? £ 0 
C 


T(Ao,) = F(o)+ it). 


d'après l'hypothèse R. ( ee e) = 0, ona 


ia 


| Re[ T(he,) | 0. Ae né 
_ On trouve pet are eee Faint ohmtiamoptad 
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En effet, ona 


> — 


ho,(— +) = ; J to, (™) do 
cl puisque —2+6< —set —x~—3C— 36. 0na 


[— 2 — 0, — æ+ÔINnE = 0, 
(lone h,,(—a)=o pour les valeurs de x considérées. D'autre part d'après 


l'hypothèse o 5 < ona 


et de (2.3.2) résulte que 
‘Mg, (An) | OR ay, 
ou | 


| Gq | e*#%< 2K. a. 


En faisant tendre 5, vers zéro par des valeurs négatives on arrive à la conclu- 
sion désirée. 
2.3.3. THÉORÈME. — Si la fonction F(z) = 3 + > a, 3" de la variable 3 = r ei 
rn=2 
est univalente holomorphe dans le cercle |3|<c1 et représente ce cercle sur un 
domaine étoilé par rapport à l’origine, alors 


Vv 
f 
[mit ty LT TT fen | + C (= 1g OF 35 1a): 


a | 


où C est une constante:0.<C <3. 


Démonstration. — Puisque F(z) est univalente et étoilée dans |z|<c1, on à 


BE'(s) - 
Ps No 

FPS 

On à 
2 (2) = Ÿ nuns”. 
fz=1 
Posons 
PEA Eee 


La fonction Ÿ 6,5" étant holomorphe dans |3| <1 et puisque 


n=0 
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on en conclut que | b,,| <2. 

Définissons les fonctions B(a), A(æ), Ai(x), A.(a) et p(a) appartenant 
toutes a Ly, et écrivons à côté leur transformée de Fourier, calculée d’après le 
lemme 2.1.4: 


{1 pour 0.“ rt, ets 


E = 
a(x) = A l'( — = : 
lo ailleurs, B) ia à? 
( br" pour #2 <r<n+i, FR RTE 
sol T (A) -- . ies 
lo » <= 'O, Lx 
n=0 
\ war" » a DRE, he (ACR 
A, (r) == I (A) = : Saar cites 
lo » LD, 1% 
EN | 
AU LS » nLXT<R+I, % pitta pes ; 
A. (x) =— | I (A) —— 2 Don 
| o » F<, 12% 
LEA | 
2 
, sin — 
- 1— |r| <4 jrper et y et 7 2 
p(x) =: T(p) = eae 
lo » po) >i, ae) WY tz x 


En multipliant les deux membres de (2.3.4) par 


e* — 1] (==) 


—ia ix 


on trouve 


7A Wie 
T(B)T(A)=T[5(— x)] T(A). 
Posons 
h(x)=f£6(— x) x A(x), 
ona 


ate 


hix)= | 5(—y) Ar — 9) de |, Met yds f Ag) dy 


—= 


T(h) =TB(—x) T(A) = 


On constate que (x) est continue et que T(h)EL,. Ona 
h(o) =|: A(ypdy =". 
En appliquant le théorème 1.4.9 à la fonction h(a), on trouve 


vis iF 
| h(a) | +|h(— x) | cos { arg h(a’) + arg h(—.r)! Z2R.A(o) = 2 partout. 
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Mais pour z= —1 on a k(æ)=0. 
Par conséquent pour 21, de (2.3.6) résulte 


WA Gay) oy 


Pour —1< x2 <0, on trouve 
UH Ga cm a oS 


Pouro< 2<_1,-0n a 4 


ha) = f aoë=f A(0) du + f EX ter dos aan 
d'où | 
PACA RME 


L'égalité (2.3.5) s'écrit 
T(u)T(A)= T(A:)T(A), 


nl Tu ji 
ae De à à NN LT ly CE CEE ES 


d'où 


pe Ss = Akh. 


Pour ar = y= entier positif, ona 


FR OU UNE lee LOI a P Le 
= 
o € 

> AE rs mer ob Pest à 
alé AC —) navre| 7. . aa 
= mii * i. adn tT 
. ; Af Mom id + 8 fac wider a fo CITES 
L ee. iat er 
aati wt Ay + Sj £ À bp Jo 4 rh pe | L a 

5 TEE a> ee rete ene em ee 53 

< Ace — LIEN : ; = £ ae ne” 
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d'où 


De 3 Avi, 2 | dy | 
y y yee! 


1 
~~ 
sd 
oo 


et de (2.3.8) en majorant le second membre, on arrive à la conclusion désirée. 


2.4. LES CLASSES DE FONCTIONS JIL er It. — Considérons une fonction 


F(z) > a," donnée dans le cercle | =|<1 par son développement en série 


n=0 
de Taylor. On sait qu’en général si l'on connaît le comportement asymptotique 
de F(3) lorsque 3 approche la circonférence |3|— 1 suivant un rayon du cercle 
on ne peut rien dire sur le comportement des | a, ! lorsque n tend vers Finfini. 
Par contre si l'on fait des hypothèses supplémentaires on peut obtenir des 
expressions asymptotiques pour les coefficients. Citons comme exemple le 
théoréme suivant de Hardy et Littlewood : 


» alors 


RON eT Cr a ee a GOMNOEDIUR 2 DR 


r=)—6 
n= 


Dans ce paragraphe nous définissons la classe de fonctions, ON, pour 
lesquelles un théorème analogue à (2.4.1) est vrai. Nous démontrons aussi 
qu'il existe des fonctions de la classe IN pour lesquelles la conclusion du 
(2.4.1) n’est pas vraie. 

Nous définissons ensuite une autre classe de fonctions, la classe Dt. Pour 


toute fonction Ÿ a," de cette classe l'inégalité | a, | n a lieu. 

2.4.2. Définition de la classe M. — Nous dirons qu'une fonction 
F@)=1 +S as de Ia variable complexe z= re appartient à la classe ON. 
si quel SRE a, et à partir d'une certaine valeur de r, soit o ro r ae 

1° F(s) est régulière dans | 3) <1: 

2° R.F(z) 2s JF(s) ig=- 

La classe IN n'est pas vide. Par exemple les fonctions 


1 1 1 u 
eme 4 Se 


, =F RE 
5 1+3 LS RES) 


et la constante 1, y appartiennent. 
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Propriétés des fonctions de la classe M. — 1° Si F(z)EM et po, alors 
p+F(s) EON. | 
1+p 


2" SiF,(s)EM, F,(s) EM, et A et u sont deux nombres positifs, alors 


2F, + AF, en 
+ 


2.4.3. Tutorntme. — Si F(s)€ OM, alors : 


tl. $ | An + Œn+1 1222 
(DE 0, igetge rey) 
b. |a,|Zan+1 : 
Démonstration. — Considérons la fonction f(x) de la classe L, définie | 
comme suit : 
ant" pour Ae Dy Je nl 
see} | 
o pour æ<o. à 
On a d’après le lemme 2.1.4 : 
elt— | 
= Fre! 
T(f) pe es 
ou, si l’on pose a 
F(re*) = P(r, z) +1Q(r, 2) =P + 1Q, 
T(f) __ p sing = 1— cosa | | pi ne |: 
a a x 
Considérons la fonction 8, (a) définie dans (2.1.3), pour ¢=1. Ona 
sina 
r(3,)= — 
(41 : 
Posons 
2.4.4. 
h(x) =f B: 


Il est clair que h(x) El. ct est continue. Ona 


; sing /sing.. t— i : pa 
Th) = me ( . p— SEQ) + E(t Q+ I mn) 
a x a 


d'où puisque F(s) EIN résulte que 
R.T(h) No. 


La fonction T(4) ELy. En effet, si l'on désigne par M le max |F(z)|sur|s|=7, 
ona ‘ 


sie AC ere Ns 
sin sin — 
raat ” 4 2 
i V(h)y| == | —— |'cos-l.|F(ret)L LME —— | el. 
x TS a x 
2 2 


LS 
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De (2.4.4) résulte 
meat [7 Jodr 


i 


d'où pour z = v = entier positif ou nul, on a 
k(v)= ; (avr + ay_,r’-1), 
I 
h(o) = = 


En appliquant le théorème 1.4.9 à la fonction h(x) on trouve 
217 
\RA(z)|+]|A(— zx)|f[cos argh(x) + argh(—x)}].£Z2Rh(o)—1, partout. 

Mais on constate que pour 2<—1 on ah(x)=o. Par conséquent pour 

une valeur de z= v entière, supérieure, ou égale a1, de (2.4.5) résulte 
oth (v)| 21, 

d’où en passant à la limite pour r= 1, on trouve 

2.4.6. 

| Qa, 228. 


1 
| 


L'égalité dans (2.4.6) a lieu dans le cas où F(3) = 
De (2.4.6) résulte par récurrence : 


Ja,{aayvit COM 1). 


Le théorème est démontré. 


» alors 


2.4.5. Tutortme. — St F(:)EM et LACS 


B= di 
Qn be 
T+ A+ 2+... + Anat On (n = 00). 


Démonstration. — Posons 


ag yaa tpn et Ga Crier. 


_ Oma 
LUE +) RES A,r? + >> RAA 
A==1 n=0 n—=0 
et 

“ TE EC Gs 
a Tr"! pw . 
Dire ior rs #20 Leary 

n=0 n=0 
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Puisque F(z) € ON, on a d’après (2.4.3) 


| dnt ani |= | Ant Ant + (Un + Yn-1) 22) 
d'où 
| An—tt An | = 24 Put ni #2: 
| 
Posons | 
ie oy An — Anon Bae Bu — n—1- | 
On trouve 
É 2 Sr = AT — G 
NMA, Sint Sn EE (r—i1—0). 
di Tr Se ie 


n=0 n=0 n=1 


Puisque A, 0, on a 1 — C,> 0. Nous pouvons supposer que 1 — C, > 0. Car 
si 1 — C; = 0 nous n’avons qu'à considérer et continuer la démonstration avec 


la série 


z 


oy « = 
>a (2 + Apt Ina) me 


n=0 


2(1+C) 4 
T7 FT 


(P= 04 


et arriver au même résultat. 


Revenons donc à la série >) A,r" et appliquons-lui le théorème 2.4.1. On 


trouve 


2.4.8. 


= 


> « 4 , F 
hot yee bat Twn, (ri 20) 


De même en considérant la série >) B,r', on trouve 


n=0 


24.0. 


Pot patent Et nc Cre == 00) 
En combinant (2.4.8) et (2.4.9) on arrive à la conclusion désirée. 


Exemple. — Nous allons donner un exemple d’une fonction qui appartient à 
à la classe N et pour laquelle la conclusion du théorème 2.4.1 n’est pas vraie. 


Les fonctions — et ei appartenant à OM, il résulte de la propriété 2° 


des fonctions de cette classe, que la fonction 


kgs I 
I1—s (1+)? 


appartient aussi a OI. 
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Ona 


G(r) MN : 


maar) 


La fonction G(s) est l'exemple cherché. En effet, on trouve 


I 3 
G(s) =1— -3+ 2s?— aah te} anse 
2 2 p RN 
azo 
Asp p +1 a == ( =e : 
jé = ET 
Pour r — 2p : 
3 S 3 
Si a p+1 d’où lim — = ;. 
£ ne 7 4 
4 —0 
Pour x — 2p + 1 : 
n 
= oe I a . Ss 1 
S,:=% =, d’où bn 
2 ne 1 -Ù 
k=0 


On en conclut que S,% = lorsque n = x. 


2.4.10. Définition de la classe NX. — La fonction F(s) =x) a,3" de la 


VSS 


variable complexe, 3 —re* appartient à la classe IU, si quel que soit a et à 
partir d’une certaine valeur de r, soito <“r,—r<1: 


1° F(s) est régulière dans |3| <1; 
a 
2° ReF(3)+ = JF(z) tg= > 0. 


IL — 


La classe JU n’est pas vide. Les fonctions 


> ~ ~ 


y appartiennent. 
Propriété des fonctions de la classe NX. — Si F,(s)EI, F,(3)E et Aet u 
* sont deux nombres positifs, alors 


2F,+ pF, en 
A+ pe 


2.411. Tnéonème. — Si F(3)E, alors 
| Œnte — An| 2 et lan En = OI es) 
Démonstration. — Posons 2 
i essai Pe Ue F(3) soe sce 


a= 
PSV P{POSE Oth eye Pr iQ, FEV Pitre zy TOUTES eV PT QC 
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Fusil ARE 


La fonction F,(3) appartient à la classe ON. En effet on a 


He i cosa —r) — Psina 
pe Picoss eee Ge 2 : 


d’où, puisque F(z) € 2, résulte 
Pre Q: tg 2 ; 
On en conclut que F,(3)EN. 
Par conséquent, d’après le théorème 2.4.3, ona 


| An Ann ==! Gnys — AnlZ2 = (N=0, I, 2, ...1. 
d’où par récurrence 


94-12. 


la i<n CRE EEE) 


l'égalité dans (2.4.12) a lieu dans le cas où 


Le théorème est ainsi établi. 


CHAPITRE HI. 


LA CLASSE & (P) DE FONCTIONS TYPIQUEMENT REELLES D'ORDRE D. 


La classe G(p) a été introduite, pour la première fois par M. S. Robertson [12]. 
Il s’agit essentiellement des fonctions 


F(s) =>) aus" 1e ref 
n=1 

aux coefficients réels, régulières dans |3|<1 et telles que J F(z) change de 
signe 2p fois sur la circonférence | z|=r, et ceci, à partir d’une certaine valeur 
de r soitoZrn—r <1. Cette classe de fonctions est une généralisation natu- 
relle de la classe & de fonctions « typiquement réelles » introduites par M. W. 
Rogosinski [ 13]. | 

La classe G(p) a été également étudiée par MM. A. W. Goodman et S. 
Robertson [8]. 

Dans ce qui suit, nous nous occupons de la sommabilité des séries de coeffi- 


ER ra 
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cients d’une fonction de la classe &(p). Plus précisément nous généralisons, 
pour les fonctions de cette classe, le théorème de M. S. Mandelbrojt, déjà cité 


dans (2.2.4) et nous obtenons une nouvelle estimation des coefficients de ces 
fonctions. 


Voici d'abord quelques définitions et lemmes préliminaires d’après le travail 
de MM. A. W. Goodman et S. Robertson [8]. 


3.1. QUELQUES PROPOSITIONS PRELIMINAIRES. 
3.1.1. Définition. — On dit qu'une fonction harmonique U(r, ¢) change de 
- a N > + : 
signe 4¢=4,, s'il existe un € > o tel que pouro de, on ait 


3 ed Rew 


Witz 0j+ ay U(r. 0; — d\0: 


Notons que dans (3.1.2), r est constant et que ¢; qui est fixe pour une fonc- 
tion donnée U(r, 5) et un r donné, dépend en général de r. 


= 


3.1.3. Définition. — Si F(z) > C?3" est une fonction régulière 
n=1 
dans |3|<1, on dit que J F(z) = U(r, ©) change q fois de signe sur la circon- 
pr nd 2 x y Ga Dad 
férence | s|—r, s’il existe g valeurs %,. 02, .... 9, de 0, telles que : 
a. L’inégalité (3.1.2) a lieu pour tous les ¢,(j=1. 2. ....q): 


b. 6,46, (mod 27) si jk. 4 
5 ES 5, » 
c. Si à, est une valeur de 3 à laquelle U(r, 5) change de signe. alors, pour 
DS . v » 
une des valeurs ¢;(j7=1, 2, .--.q), on a¢,=4;(modaz). 


3.1.4. Lemme. — Si U,(r, 2) et U(r, ©) changent de signe à 4; alors le 
produit U,(r, ¢)U2(r, 5) ne peut pas changer de signe à 6;. St Ux (7, à) change de 
signe à 6; et si U.(r, à) ne change pas de signe à à; alors le produit change de 
signe à à; 

3.1.5. Lemme. — Si F(s) est régulière dans |3| Z1 , alors pour tout r: 
o<rZ1, S F(z) change de signe un nombre pair de fois. 

3.1.6. Définition. — La fonction F(s) >, Cs” appartient à la classe &,(p). 

n=1 
où p entier positif, si : 
a. F(z) est régulière dans |3| 1 et tous les coefficients C? (an —1,2,...) 


sont réels. | 
b. 3 F(z) change 2p fois de signe sur la circonférence Sir 


3.1.7. Définition. — La fonction F(s) = C?’s" appartient à la classe &,(p) 
; n=1 : 


ou p entier positif, si : 


306 N. ARTEMIADIS. 


a. F(z) est régulière dans | 3| <1 et tous les coefficients C? sont réels. 
b. Il existe un nombre r, <1 tel que pour tout r(m <r r<1), JF(s) change 
2p fois de signe sur |3| =r. 


3.1.8. Définition. — Posons 
B(p) = Bi (p) UB (p). 
Toute fonction qui appartient à la classe G(p) sera par définition « typi- 
quement réelle d’ordre p ». 


3.1.9. Lemme. — Si F(s)€&,(p) alors F(rs) € © (p) pour toutr(ry><r<1). 
3.14.10. Lemme. — Si F(s)€%,(p) alors JF(e*) change de signe à 5—0 


TEE 
Si 3 F(e°) change de signe à à; elle change aussi de signe à — 5;. 


3.2. GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME 2.2.4 DE M. S. 
un théorème et une remarque de M. S. Mandelbrojt [10] qui lui ont servi pour 
établir son théorème 2.2.4 et que nous utiliserons dans la suite. 

3.2.1. Tnéonème. — Soit P,,(6) = Ak coské un polynome trigonométrique 


k=—0 
tel que : 


a. P,(9)=0(0.<922 
b. Pia) = Py at ae 


sais 


En posant 
/ Î 
JDA S=y (F0 em) 
k=0 RU x 


On a l'inégalité suivante : 


27/0. 


0 Z|Sn—S;] — (Sn —S;) L$S,;< 29% 
Repergue : Le théorème précédent se généralise aux séries de Fourier, 


P(oy= Ÿ A, cosk à à condition que > n | 4 converge. 


= 0 


Généralités et notations. — Si F(s) ER Cr appartient à la classe G(p) et 
n=1 
(r,2) désigne, en coordonnées polaires, un point de la circonfé- 
rence |3|—r, différent des (r, 0) et (7, x), où 4 F(3) change de signe, nous 
désignons par & l'ensemble des points a oupalel QE de tous les points (7, Xa 
sur |z/==1, lorsqu'on fait tendre r vers 1. 
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,* as a x 
S1(1,2)E6, on pose Y = COSS. 
Donnons-nous un nombre 7{ l'or <1)0t posons 3 — rt. Ona 


F(t) == @.(t) = > Crime D ben, 
net n=1 
où l’on a posé 


Cr DT et *:=0elû. 


D'après le lemme 3.1.9., ®,(C)€&,(p). D'après le lemme 3.1.10, la quantité 
TD, (ei?) + 6% sinn 9 


change de signe aux points suivants : 
eee OO Gy mr, a Oy. aU, ... cam 0). “or ar, 


Mr) 


où les (i =1, 2, ...,p—1) sont des nombres positifs compris entre o et 7 
et dépendent en général de r. 


Remarquons qu'on peut toujours supposer que la quantité > sinné reste 
de même signe, par exemple positive, pour o<¢< ey”, et pour tout (75 =r <1). 
En effet si cette hypothése n’est pas réalisable on peut toujours trouver une 
suite {r;} tendant vers 1, pour laquelle on ait 


D Pr sin n 5 > 0 pour 0 <9<0" (ir, cn): 


NET 


Dans ce cas-là, les raisonnements qui vont suivre (passage à la limite 
pour r — 1) seraient également valables, si au lieu d’avoir tous les r(ro22r 1) 
on avait seulement la suite {r;}. Posons 


= Birt ees au) = r 0 5 27 — Yi 0 2rd — à 
- de dd 0 0 FH =0. YY 2 ees à ; 
KO — 2” sin = Pa 9 .sin St Sa RS +. 


Si 


On constate facilement que 


3.2.3. 
KY) oP sinn 5 0 (or). 
a=! 
Dans le cas où F(s)EB(1)=@ on trouve K® —siné et de (3.2.3) résulte 
l'inégalité 
sind SJF(d) ~o 


qui est équivalente à la relation (2.2.1) qui caractérise les fonctions de la 


classe &. 
D 4 
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æœ 


3.2.4. Définition. — Nous dirons qu'une série d'a, est M-sommable, s'il 
n 1 
+ A Le Vv 4 as 
existe un A>0, tel que, si l'on pose ¢;= > 4j =1.4, ... )lalimite 
KA 
Cn 
Oy arte oe St Oped at 
° 2 - Tn+ Gn -1 
lim + / 
n rt 


boop 


existe, est finie et différente de zéro. 
Le cas À — o correspond au théorème 2.2. 4. 
Nous allons maintenant généraliser le théorème 2.2.4, dans le cas des 
fonctions de la classe G(2), la méthode à suivre étant la même dans le cas 


ou p > 2. 


3.2.5 Tutorime. — Hypothèses : F(z) => Cs" €G(2),;-la limite 
lim F(r)==F(1) 


r=i-—o0 


existe, est finie et différente de zéro; posons 


Conclusions : a. Un des trois cas suivants se présente : 


1° Il existe au moins un point de & tel que y 41, 2F(1)(1—y)—C® 0, 


la série > C°, est M-sommable et sa somme est F(1). 


asst 


2° Il existe un seul point de & tel que y 1 et 


(2) 
Gy 


HR rae 


3° Ona 
Gr + Gries F (4) ; 
Dee sh de f [Ri (sya ea cm dt. 


b. Pour tout point (1, 3)€&, on a 


[Cite Oi, - ay(C, — Ce) | a(CP—ayG) (m0, 2, 3, …..); 
20 (CY) à CM — ay CY] 22 a(CY — ayo, 


Démonstration. — Pour p= 2, et si l’on pose cos 3” = y,, ona 
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ae, 0. 
V(d)-- Key, by” sinn 6 =~ sind(cosé - +,) yon sinn 2.0. 


a= ier 


On trouve 


3.2.9. 
4V (9) == bi — ay, (60 + DU ne, br) cass 
4 7 2 AYO OS SE OY 2 be) cos 
j | 
DCE =, ny, (bi, - BU, )Jcosn 0. 
RS 


d'où 


I ‘ 3 : 
= 4V (0) do == bY? —27,60 >. 0. 
0 


On a aussi pour # — 0, 2, 3. ... (sauf pour —1) 


< 
= Zi 

2k 

alt 


J Bk. (1 = cosn 9) db =: an (by? — 2yr 6%) = | 6), — 6%), — 2y,( 02, — Ba 
0 : | ; | 5 fees taste : : 


bb, ay (66 — BA) = 2 (bY) — 277) fre LRO, Sy ee 


En multipliant les deux membres de (3.2. 7) par (+ cos >) « et ten intégrant 
deoà2r.on trouve = 


bP + by = s 2Yr REA 1 ay, by"). ; === 
: È > 85 
Soit (1, à) un point de &. Sip dans les ini re inégalités, « on fait. 
| tendre r vers 1 suivant une suite de valeurs correspondant au pnt dune 


RS Er ES ons OF 


Lt à SU = 
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On constate facilement que 


D'autre part, d'après (3.2.6), ona 


Vto)="V(ar)=0 el V (6) >.0 (029227). 


Par conséquent le théorème 3.2.1 est applicable a (3.2.8). On trouve, 


8 Sp RN? (D 
posant 3, = 70! 


K=4 
5 pe ae 
wir) -— All) (Se (r) Say Ow , CE x LES — : 
SU OW + oi + ool) + ol, — av,.(o + oc), ) — 2h: 0 (71 =O, Al in ees 


en 


Ut 


Nous allons maintenant, dans (3.2.9) faire tendre r vers 1, et distinguer 


différents cas, selon la nature de l’ensemble &. 


Premier cas : & contient un seul point tel que y 41 et 2F(1)(1— y)— CY 40. 


De (3.2.9) en passant à la limite pour r = 1, résulte 


ES = 0 Ons1 + Onse — 2Y(On + Snir) — 4G?) = 0 (n = 0 réa sa), 


, . , ic: Vs 
Considérons la série >: S,æ". Ona 


nae 


lim 1— ZT) Seale 1) ( eee ee 2Ci2. 
x ae L >> ARR RS. ) 1 


nao 


Par conséquent 


4AF(1)(1—y) — 2C > 0. 


En appliquant le théorème 2.4.1 à la série DS on trouve 


n—=0 
3.2.10. 
Tp = 
RU Oa Mea Pe Deere - 
Hein: impec em rte BoB ROSES A as 
n=e n 2° alee nit ma) (a ). 


Deuxième cas :& contient un seul point tel que y4 1 et 2F (1 p= C0 


Dans ce cas, on n’a que l'égalité évidente : 


(AE 


Dec 


Troisième cas : & Contient un seul point tel que y =1. 
De (3.2.9) résulte : 
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et aie mie 
Sa CG}, — Cl — 2 COS 0. 


On trouve comme précédemment 


— 
RU | ) >) Sn" mata 
et puisque S,_= 0, ona CY 0. 
Supposons d'abord € =o. Ona 
D. DE DS 
SC — G'S 0 
De (3.2.12) pour n =o, 1, 2, ..., on trouve 
Cys, 
CF'>= CY’ =. 
CPC =o 
Ge CSC So 
re = Cy > Ci: = 0 


On constate done que Ci? o(i=1, 2, 3, ...) et que les coefficients dont 
les indices sont de même parité, ne décroissent pas lorsque n croît indéfiniment. 
Les possibilités qui se présentent sont donc les suivantes : 


a. Gi= Rue BAB waa) 
b. DCE = +. 


c. À partir d’une certaine valeur de 7, les C; sont nuls. 
Les cas a et b entrainent respectivement F(1)=0, F(1)=+2%, ce qui 
contredit notre hypothèse. Le cas c entraîne que F(s) est un polynome. 


3.2.13. On en conclut que les seules fonctions de la classe (2) pour 
lesquelles l'ensemble correspondant & contient un point avec y =1 et Cy = 0 sont 
des polynomes (st cette sous-classe nest pas vide). 


Supposons maintenant que CFE as: 
L’inégalité (3.2.11) s'écrit 


Si oie ie CS, — Gy’ > 0. 


Ure me 8 «, à 


On a 


La 
NE LUE eat ere 


DEA 


En appliquant le théorème 2.4.1, 0n trouve 


2 # 
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Py Pa Pe 
tim, oe ett 
nr 


n= >? 


Ona 
Ç F Z 
Sd (cp + CE) eS Pe) | F (a) + Se, = cp]. 
n=1 
En intégrant les deux membres de cette égalité deoaxv(o< a <1), on trouve 
(2) ( am TE : £ 
© CY + CY, + C9, gti ff F(o dt | F(t) dt | =i) dt: Cees Cri 
s | % 0 


dd n +1 4 


n=i 


En intégrant de nouveau les membres de cette égalité de o àx(o<x<1), 


on trouve 
= Pe re GC C2), A 
E = = F(t) dt. 
F3 (2) (n+1)(n+2) iy o( ) 
n=1 


La fonction F,(a) étant bornée et intégrable sur le segment [o, 1], 
fonction F; (a) est continue sur [o, 1] et la limite lim F(æ) existe. On a 


= C24 C2), C24 CE, . : r 
TE gt — | = LR Fi (rx) == Fr). 
LR cemirensRe in DRE. Goma r Eu 
n=!1 


D'autre part, de (3.2.14) résulte que 


Ge Cale (25 
n 


(n+ilinweay in) 


Par conséquent, d’après le théorème de Tauber, on a 


Host 
Ci + Ce } ; f te 
ESSE Te - HEAR (a+ a AU Fes CY ) dr. 


Il est évident que (3.2.15) est encore vraie lorsque F(s) est un polynome. 


Quatrième cas : & contient au moins deux points tels que 


Ft, Zi, AY 
aF(1)(1— y) Co, aF(1)(1— yy) — CZ 0. 


Si dans (3.2.9) on fait tendre r vers 1 suivant deux suites jr RENTE 
correspondant aux deux points d’accumulation en question, on trouve 


LL 
Sn = O1 + Ont Ony1 + Onys 2 Y1 (On + Tn+1) = 2) Ss. 0, 


Se = On-1 + On + Gast Ones — 2Y2 (On + Ony1) — 2CPS 0. 


Der ey € 
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En considér LOS y's" 
sidérant les séries DS et Do et en opérant comme dans le 


premier cas on trouve in oat 
; Ti Fat... + Gp + = 
ee a | Let 
oe ee a ui À = 3 
: 2 I T — 
ioe wh ce A(1— Yo) = n “== = Fr). 


En comparant ces deux relations, on trouve 


lim a Aah =. 
n= n 
Par conséquent 
Gy + Cot. 2. + Op -- = 
lima 


A= 2 nr 


Cinquième cas : & contient seulement deux points tels que 


a5 


iA}; {2 1, 


‘ 
2F(1)(1—y1) —CY’ =o, 2F(1)(1— Ye) — CY > 0. 


En opérant comme dans le premier cas, on trouve 


. 2 I CoO Ci?) 
in À + ———"——_— ee | = F(1) = —*— 
n=x Ji 4(1 — Y2) n 2(1— v1) 


Sixième cas : & contient seulement deux points tels que 


MERE yo be 


2F(1)(1—¥1) —CY’=09, oF (1) (1 — va) — Cf} So. 


a? 


Il est évident qu'on peut se ramener au (roisième cas el démontrer que 


(3.2.15)a lieu. 


C2 


On constate maintenant que la série DAS est 21-sommable. dans les 


VE 
premier, quatrième et cinquième cas. En effet, les valeurs de À qui corres- 
pondent respectivement à ces trois cas, sont : 


= I ; 
= UT) / ise Or apt Fs) 


- 


Dans le troisième cas et le sixième cas la relation (3.2. 15) a lieu. 


Le deuxième cas est le cas trivial. 
Le théorème est démontré. 
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3.2.16. Discussion des résultats obtenus. — MM. A. W. Goodman et S. 
Robertson ont démontré [8] le théorème suivant : 


3.2.19. THÉORÈME. — St F(3) = Sur CY’ s"EB(p), on a pour n >p: 


n=A 


Pp 
SERIE NS Prat 
GP a, D(p, k, n)| Ci], 
a 
ou 
2k(n+p)! 


Pégalité dans (3.2.18) ayant lieu pour toutes les variables 
[Cy 5 [OP ji, ---. [Cp |. 
Cest-a-dire à tout ensemble | Ci?’ |(k=1, 2, ..., p) non tous zéro, correspond 
une fonction F(z) €&(p) pour laquelle l’égalité dans (3.2.18) a lieu. 


Remarquons que les inégalités qui figurent dans la conelusion b du théo- 
rème 3.2.5 fournissent des estimations de coefficients plus précises que celles 
données par (3.2.18). Ceci provient du fait que les inégalités en question 
contiennent la quantité y. 

Par exemple, si dans (3.2.18) on pose p= 2 et n= 3, on trouve 


3.2.19. 
(CP 1 a5/ CP] + 4p Cy). 


landis que linégalité 2° de la conclusion 6 donne 


Oe 


IF ~+2(EPla+ly|)- 


De la comparaison des (3.2.19) et (3.2.20) résulte la proposition intéres- 
sante suivante : 


3.2.21. Pour que l'égalité dans (3.2.19) ait lieu, il faut que l’ensemble & 
contienne le point (1,0) ou (1, 7). 
En effet supposons que 
OS, == 5 | CP] +4 | CS) 


et que (1, 0) ES el (1, =) GS. 
On aura y|<C1. En remplaçant dans (3.2.20) | CY 
on trouve 


SC? + 410 


5) GE) 9 jC Hl 9, ‘d'où COLL 


etd’aprés la conclusion b du théorème 3.2.5 on trouve €? = o(r=1, Ses JE 
ce qui contredit l'hypothèse que la lim FC) 0: 
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Le cas où l'ensemble & contient le point (1, = ) est particulièrement remar- 


quable. On a dans ce cas y =o, et de l'inégalité 1° de b résulte pour n~ 2, 


La fonction F( 3) = — Fans ( Le a) est un exemple de fonction de cette 
catégorie. 

Les remarques précédentes mettent en évidence le role important que la 
connaissance de l'ensemble &, associé à une fonction de la classe &(p), joue 


dans la recherche des estimations des coefficients de cette fonction. 


3.3 QUELQUES THEOREMES SUR LES FONCTIONS DE LA CLASSE ©. — Pour terminer ce 
chapitre, nous démontrons trois théorèmes, concernant les fonctions typique- 
ment réelles, dont les deux premiers fournissent des expressions asympto- 
tiques des coefficients tandis que le dernier donne une condition suffisante, 
très simple, pour que la série des coefficients d’une fonction de la classe & soit 
sommable par le procédé de sommation de Eesaro. 


3.3.1. THÉORÈME. 


Hypothèses : F(:)=:5+Ÿ 0,3 et. (200) 


sf J 
F(r) ~ ES posons 


r=!=—8 


€onelusion : 


Démonstration. — On sait que | 13 | 
! Anse— An, | Z 2 (7F==10, 199, baal 


On trouve 


3 2 
(2+ Qn — Ane)r" oy 
>? 7 


ao dl Ve 
n=0 


D'où en apphquant le théorème 2.4.1, ona 


. Anat + Un? Poe 
lim Soe ee as 0: 


n= x 


Écrivons 


Any1 + An+s nT! ( art ieee ) ee 
se". (I = 2) 


PE 
n re NEA na 


En faisant tendre » vers l'infini et en tenant compte du fait que l'ine- 
ealité la, a v(y==1, » ) est vraie pour les fonctions de la elasse & on 
a NOV ee WY sn “Mes. 
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trouve 
lim Qn-1 An ag 
n=… nn — 1 n a0. | 
d'où 
3.3.2. 
2 ata eee OLB) (n=) 


Sn er = =O 
On trouve 
| S an ; 
DICO (Tr =r 0). | 
id 3 Fa k 5 | 


En intégrant Ex CE membres de cette derniére égalité asymptotique, on 
trouve — ij € i A CV 


DAC Sem | 
Me — GE Gx 4 a=t is parted aT ee re 
ae 4 
En appliquant de nouveau le théorème 2.4.1, on trouve - 
n 2 | | 
Sk I ree . | 
eS ae “i 
net BE k k ee 


d'où d'a Pb (3.3: 2) on arrive à la conclusion désirée 
oy 33 ; Tutonéwe, se 
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Ona 


(r=1— 0). 


En intégrant deux fois de suite les membres de cette égalité 


asymptotique on 
trouve 


a (7 =1— 0). 
ad à 2(1-—7r) a) 


d'où, en appliquant le théorème 2.4.1 on arrive à la conclusion désirée. 


ne 


SCC R THEOREME. —— Hypothèses . F(s)=s+ Qa "ED, = re) 


n=? 


lim F(r)=s<+ x; R,F(s) << s: posons 


" 


== > ay. 


ER 


= 


Conclusion : la série > a, est sommable par le procédé de Cesaro : 


n=I1 


> SCI: 


Démonstration. — Posons 


Pfs} =Pir..a}=-10(r. 2) =P +70. 
On à 


- . < * . 2 
1 (s— P)(1—rcos2) +rsinxQ  .r(s— P)sinx — Q(1-- cos) 
= > Genie = isl dereoinan = 7g ammemag prsme asee Se O 
s Sr 2rcosz+7r?) S(1-— 2rcosx +77) 


ase 


D'après l'hypothèse faite sur la partie réelle de F(z) et du fait que F(2)E&. 
il résulte que 


I 
R, -- > {s-— s,) 0. 
s 
ut |] 


IF en résulte que 


Ze ou Ei 2 oe EE Te. 


La conclusion du théorème est une conséquence immédiate de la proposition 
connue [9] suivante : 
St une série > a, est sommable par le procédé d’Abel : 


#=-0 
La 


Saas) el SOU) 


n=0 


Ann. Ee. Norm., (3), LXXIV. — Fase. 4. 1 
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alors on a 
Ÿ an (Ca) 
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SUR LA REPRESENTATION LINEAIRE 


DES 


GROUPES TOPOLOGIQUES 


Par M. Sivit TELEMAN. 


Nous nous proposons de démontrer dans ce Mémoire que tout groupe topolo- 
gique séparé est isomorphe à un groupe dautomorphismes de l'algèbre de 
Banach des fonctions complexes continues définies sur un espace compact, le 
groupe étant pris avec la topologie de la convergence simple. Nous prouvons 
ensuite quelques propriétés de la représentation trouvée. 

Dans le premier paragraphe, nous montrons (‘) que la structure uniforme 
gauche d’un groupe topologique est définie par une famille d’écarts, invariants 
à gauche (c'est-à-dire, par les translations à gauche du groupe). 

Dans le deuxième paragraphe, nous construisons une eompactification (?} 
Wun groupe topologique séparé queleonque, en général strictement plus res- 
treinte que la compactification de Cech. 

Dans le troisième paragraphe, nous montrons que toute translation à gauche 
du groupe se prolonge, d’une manière unique, par continuité, sur la compacti- 
fieation construite dans le deuxième paragraphe. 

Dans le quatrième paragraphe. après avoir topologisé le groupe des transla- 
tions prolongées, nous étudions la relation de ce groupe avec l'espace sur lequel 
il opère. Nous démontrons aussi que tout groupe topologique séparé est iso- 
morphe à un groupe d’homéomorphismes d'un espace compact, le groupe étant 
pris avec la topologie de la convergence uniforme (théorème 2). 

Dans le cinquième paragraphe (théorème 3) nous montrons que tout groupe 
topologique séparé est isomorphe à un groupe F d'automorphismes de l'algèbre 
de Banach des fonctions continues complexes, définies sur un espace compact, 
la structure uniforme gauche du groupe étant isomorphe à la structure uniforme 
RL EE Re Ve Seat Re ee 7 
( 
( 


1 
(2 


) Ce théorème est énoncé dans [1] sans démonstration 
) Cest-à-dire une extension compacte de l’espace complètement régulier (du groupe). 
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de la convergence simple. Les théorémes 2 et 3 sont les principaux résultats 
de ce Mémoire. 

Dans le sixième paragraphe nous considérons une certaine com] pactificati on 
d’un groupe topologique séparé, que nous avons nommé compactific ation natu- 
relle du groupe. Nous étudions ensuite la liaison de cette compactification ave 
les fonctions presque périodiques du groupe. 

Le septième paragraphe est dédié à l’algébre définie par le groupe I 

Le huitième paragraphe contient des théorèmes sur les caractères du groupe. 

Dans le neuvième paragraphe, nous démontrons quelques théorèmes sur la 
complétion d'un groupe topologique séparé, par rapport à la structure uniforme 
gauche, retrouvant, en particulier, des résultats connus. 

Dans le dixième paragraphe, nous étudions le groupe des opérateurs adjoints 
des opérateurs de F, en obtenant un théorème de représentation sur le dual de 
l'algèbre du paragraphe 5 

On sait que tout groupe localement compact admet un système complet de 
représentations unitaires irréductibles CX ce théorème s'établit grace à lexis- 
tence de la mesure de Haar, ce qui n’a pas lieu pour un groupe topologique 
quelconque. 

On peut soupçonner que ce théorème ne soit plus vrai pour tout groupe topo- 
logique séparé, mais on peut espérer que tout groupe topologique séparé 
admette un système complet de représentations irréductibles, isométriques 
(c’est-à-dire dans les groupes des isométries d’une famille d'espaces de Banach ). 

Pour établir ce théorème, on devrait trouver les composantes irréductibles 
de la représentation linéaire décrite plus bas (théorème 3), mais cette question 
parait assez difficile et nous ne sommes parvenu à aucun résultat. 

Ce Mémoire a été présenté pour obtenir le diplôme d'État, en juin 1955, sous 
la direction du Professeur Alexandre Ghika. Nous le remercions pour les indi- 
cations et les conseils précieux qu'il nous a donnés. 


1. LES ÉCARTS INVARIANTS A GAUCHE ASSOCIÉS A UN GROUPE TOPOLOGIQUE. — Soit G un 
groupe topologique, e l'élément unité du groupe et Ÿ le filtre des voisinages 
dee. On sait qu'au groupe G on associe la structure uniforme gauche U,, dont 
un systéme fondamental d’entourages est formé de toutes les parties de G x G, 
définies par 

Vas auras re; 


V étant un élément arbitraire de Ÿ; la structure uniforme 2, est compatible 
avec la topologie de G, et les entourages U(V) sont invariés par les extensions 
des translations à gauche de G[4]. On sait aussi [1], que la structure uniforme U, 
peut être définie par une famille d’écarts bornés, invariants à gauche. Parce 


151 Théorème de Gelfand-Raikoy. 
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que, dans [1], cette affirmation est faite sans démonstration. étant proposée 
comme exercice, nous allons lui esquisser la démonstration. 

En effet, soit V un voisinage symétrique. de e, et soit V;, EN, une suite de 
voisinages symétriques de e, obtenus par récurrence et soumis aux conditions 
suivantes : V,= V, V°C\,,,1eN\. Les ensembles Vi(cEN) forment un système 
fondamental de voisinages de e, dans une topologie & 
logie G de G. 

La topologie & coïncide avec la borne supérieure des topologies &,, VE%, et 
la structure uniforme gauche du groupe G, pris avec la topologie &, coincide 
avec la borne supérieure des structures uniformes gauches du groupe G, cor- 
respondantes aux topologies &,, avec VEY. 

Soit I, le plus petit ensemble fermé (dans &,) du groupe G, contenant e. 
I, est un diviseur normal du groupe G, topologisé avec G,, et G/T, est un groupe 
topologique séparé, ayant un système fondamental dénombrable de voisinages 
pour son élément unité, donc il est métrisable [1], et admet par suite une dis- 
tance invariante à gauche, bornée, définissant la structure uniforme gauche. 
Nous en irons immédiatement que la structure uniforme gauche du groupe G. 
pris avec la topologie &,, est définie par un écart borné, invariant à gauche. 
Ceci suflit pour en déduire l'affirmation faite plus haut. 


vy» Moins finie que la topo- 


2. La COMPACTIFICATION ASSOCIÉE A UNE FAMILLE D'ÉCARTS. — Soit # = (/f,),¢, une 
famille saturée d’écarts bornés, invariants à gauche, définissant la structure uni- 
forme gauche du groupe G, lequel, désormais, sera supposé séparé. Évidemment, 
nous pouvons supposer que tous les écarts sont majorés sur GX G par la 
constante 1, sans en restreindre la généralité. Done, les fonctions f, ont les 
propriétés suivantes : 

RENE 0 (.el: re), 
ge Es AAP à (tel: +. veEG). 
F(Z.) ZIP, 2) + fle y) (tél: wr. ». sEG). 
RUE ¥) =o pour tout 1€l=>.r == 1. 
LT NEA (cel; 1. »EG). 
far, av) = fila 1) mel;.r.reGi. 


Il y a. évidemment plusieurs familles # de cette sorte. et il y en a une 
famille F,. composée de tous les éearts continus sur G, invariants à gauche, et 


_bornés sur G x G par 1. 


Nous allons considérer maintenant une famille ¥ d'écarts, ayant les propriétés 
déjà écrites, saturée. mais en reste quelconque. A l'aide de Æ nous allons 


coustruire une compactification de l'espace G. | | 
Pour cela nous formons le produit eartésion GST, et, à chaque pair 


EC ; foneti léfinie sur G. prenant des 
(+, :)EG XI, nous attachons une fonction 9... définie sur G. p 
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valeurs de [o, 1], donnée par 92,.(¥) = f.(® y i Begs CSF Te application uni- 
formément continue de G, uniformisé avec ‘L,, dans [o, 1]. Pour chaque 
x, :)EG >I, prenons un exemplaire de l'intervalle [o, 1] et, en le notant 


avec K,.., formons le produit K = ld K,... Soit 9 applica ation de G dans k, 
NEG» 

définie par o(y) = (%:.:09) ou ec NE: = est une application continue 

de G dans K. Elle est aussi biunivoque, parce que, si l'on avait gy, = © ites 

pour tout (x, :)€G >< I, on aurait 5,,(:) — 0, pour tout +E], done 3 — 

Soit Us la structure uniforme la moins fine sur G, pour laquelle toutes les 
applications 9,,,, sont uniformément continues. On en déduit des considérations 
faites plus haut, que la structure uniforme ‘U, est plus fine que la structure 
uniforme Us : Us, et, comme on peut l’observer immédiatement, la 
structure uniforme UU; est l'image, par l'application 97", de la trace sur 9(G) 
de la structure uniforme d'espace compact, de l'espace K. Nous en tirons que 
l'espace G, uniformisé avec Us, est précompact. 

Soit Gs l’espace compact obtenu par la complétion de G par rapport à la struc- 
ture uniforme Us. D’après ce qu'on sait, Gs est l’ensemble des classes d’équi- 
valence des filtres de Cauchy sur G, l’équivalence étant établie de la manière 
suivante : deux filtres de Cauchy +, et æ, (par rapport à la structure Us) sont 
équivalents si, et seulement si, on a hin Ps, Li img. (y) pour tout 


(æ,1)eG >I. Nous écrirons lime, (y Lust (ax), pour tout filtre de Cauchy x. 


Evidemment, les fonctions 24. étant uniformément continues dans la structure 
uniforme ‘Us, ces limites existent. 

Six estune classe de filtres de Cauchy équivalents, nous posons 5, (+)=2,.(&), 
ou x est un représentant de x; la définition de 3,.., est correcte, étant indépen- 
dante du choix de x dans +. 

Si æe G est un point quelconque de G, et V(x) le filtre de voisinages de x 
(dans @), (x) est un filtre de Cauchy pour la structure uniforme U5; en 
notant avec (a) =.x la classe qui lui correspond dans G, l'application Ÿ est un 
isomorphisme de G, uniformisé avec Us, avec un espace ¥(G)CG;, dense 
dans Gs. Dans les considérations suivantes, pour simplifier le langage, nous 
identifierons quelquefois G avec Y(G), par cet isomorphisme Q. 

L'espace Gs, uniformisé avec la structure uniforme la moins fine, pour 
laquelle toutes les applications 2,,, sont uniformément continues, est un espace 
compact. 

Montrons que la structure uniforme As, sur G, est compatible avec la topo- 
logie & de G. Pour cela, soit &; la topologie induite sur G par la structure uni- 
forme ‘Us. De AU Us, nous obtenons 8 => G;. Pour montrer qu'on a GB, 
soit cE et U un voisinage de x dans la topologie &. Il y a alors un indice tel, 
etun nombre & 0, tels que U contienne l’ensemble V=| y; yeG, f(x, Y)<E}. 


pee. 


a en ho 7e 
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Soit 
V3...(&) = { (5 3); (2, s)EG x G, | Px, :(¥) = Qa,1 (5) eee 


entourage de la structure uniforme ‘Us. Nous avons évidemment V,..(¢)(2)=V, 
et done U est un voisinage de æ dans 5, ce qui prouve que Gs %, donc on 
a G;— ©. Nous dirons que Gs est la compactification de G, associée a la 
famille #. 


3. LE PROLONGEMENT DES TRANSLATIONS A GAUCHE DU GROUPE G, DE L'ESPACE G, A 
L'espace Gs. — Considérons maintenant les translations à gauche du groupe G, 
c’est-à-dire, pour chaque a€G, la transformation T, de G sur G, définie par 
T,x — ax, æ€eG. L'ensemble de toutes les translations T,, avec aeG, avec la 
composition des applications comme loi interne de composition, devient un 
groupe I de transformations de G, algébriquement isomorphe aG. Nous topo- 
logisons I’ en transportant sur I la topologie de G, par lisomorphisme a > T,,. 

Nous allons montrer dans ce paragraphe que les transformations de F peuvent 
être prolongées sur Gs, devenant ainsi des homéomorphismes de l’espace Gz. 

En effet, soit EG, et soit rex; soit T, la transformation qui porte le 
filtre x sur le filtre T,(æ), dont les ensembles sont tous les ensembles de la 
forme aX, où XEx. & étant un filtre de Cauchy sur G, par rapport à Us, 


T.(æ) est un filtre de Cauchy sur G, par rapport à la même structure uniforme. 
En effet, quel que soit le nombre naturel x et quels que soient EG, t= 1, 
oS as ee Et ee et? il y a dans z un ensemble A, tel que si y’. 


‘ 
se? 


y'EA, on ait 


ler) CRE À 4 hi — = CRT 02. 7). 
z étant un nombre positif donné a priori. Mais ceci signifie qu'on à 
Ont OF) Que) )| LE (teen) 
pour toute paire y’, y'E À; donc Qu (3) — Paru (")| << pour toute paire 3’, 


2" EaA. Ceci suffit pour avoir démontré que T(&) est un filtre de Cauchy sur G, 


par rapport a Us. a 
Montrons maintenant que si a, et x, sont deux filtres de Cauchy équivalents, 


alors les filtres T,(a1) et T,(#) sont aussi équivalents. En effet l’équivalence 
est exprimée par la relation 

Ox,1(£1) = Ox,(X2) pour tout (x, EG x hl, 
c’est-à-dire | 
li f.(æ, ¥) = limf.(æ, 7) pour tout (+, )eG x. 
Mais ona 
aa lim file 7) = lim f(e, ay) = limf(a tr, Y)= bates (#) = bx, Ta(#)); 


22 
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donc, si l’on à 
Gard) = 92,(£2), + pour tout (2, 1)EG x I. 


On a aussi 
b2:(Ta(£1)) = baa Talee)) pour tout (7, WEG x I, 


et réciproquement. Par suite, les filtres T.(a) et Dae) sont équivalents si et 
seulement si les filtres +, et a, sont équivalents. 

Nous en déduisons que si nous faisons correspondre a T,€el la transfor- 
mation T, qui porte la classe de filtres de Cauchy équivalents «EG; sur la 
classe T.(a), ayant T,(&) pour représentant, a étant un représentant quel- 
conque de la classe x, nous aurons établi une application univoque de Gs dans 
lui-même. Si V(x) est le filtre des voisinages d’un point quelconque de G, il 
lui correspond un point (a) => dans Gs, et nous avons T,(x) = (ax), ce 
qui montre que T, peut être considéré comme un prolongement de T,,, si nous 
identifions G avec G = U(G), par l’isomorphisme x - > v(x). 

Montrons maintenant que pour tout a€G. T, est un homéomorphisme 
de Gs sur lui-même. En effet, en premier lieu, T, est une application continue : 
soit 2, EGs et Soit Yo= T a(Æo). Un voisinage quelconque V de y,, d’un systéme 
fondamental de voisinages, est formé par l’ensemble de tous les points y qui 
vérifient les he Parte (Y) — Pru(Yo)| LE, avec k—=1, 2. ....n,n étant 
un nombre naturel, : un nombre positif, a, et t, respectivement 7 one de G 
et 7 indices de I, He arbitrairement, mais fixés avec V. 

L'ensemble des ponts 2€Gs5, vérifiant les relations 


Su tag, ty (2) — Qu larg. ty (Zo)| < 5, 


est un voisinage de æ,, qui, par I’ application T,, vient sur V, ce qui prouve que 
TL: est une application continue, ouverte, quel que soit a€G. 

En tenant compte qu onaT,T,= Te t? =T, 1, Ce qu'on montre aisément, 
nous déduisons que T, est une application biunivoque de Gs sur lui-même, 
continue et ouverte, donc elle est un homéomorphisme de G; sur lui-même. 

Des dernières relations on déduit que l’ensemble des transformations 

T,(a€G), forme un groupe I’, algébriquement isomorphe a G, ce qu’on voit du 
fait que le groupe T est un groupe effectif. 

Nous avons obtenu par suite le résultat suivant : 


Tout groupe est algébriquement isomorphe à un groupe effectif de transforma- 
Lions d’un espace compact. 


Nous transporterons maintenant sur É la topologie de G, par l’isomorphisme 
~T,, 
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La liaison de la topologie de P avee celle de l'espace Gs sera étudiée dans le 
paragraphe suivant. 


LA Pres = . . ry , x . 
1. La CONTIXUTÉ pv GROUPE PF. — On peut démontrer qu'une opération analogue 
à celle faite pour G5, c'est-à-dire le prolongement des homéomorphismes 


+ > ax de l'espace Ga la compactification Gs, peut être faite aussi bien si Von 


prend au lieu de la compactification Gs, la compactification de Cech de l'espace 
G, en obtenant ainsi un groupe d’homéomorphismes de cette compactification. 
isomorphe à G. En topologisant ce groupe @homéomorphismes avec l’image de 
la topologie de G par l'isomorphisme de ces deux groupes, on obtient un groupe 
topologique d’homéomorphismes de la compactification de Cech, mais sur cette 
compactification la continuité du groupe d’homéomorphismes est trop faible. 

Le groupe I’, opérant sur Gs, est un groupe continu de transformations de 
cet espace, ce que l’on déduit du théorème 2, en tenant compte que si l'on 
topologise un groupe d'homéomorphismes d’un espace uniforme à laide de la 
structure de la convergence uniforme, on obtient un groupe continu de trans- 
formations, de l'espace considéré. 

Pour tout æeG. nous noterons avec H, l'application de Ê dans Gs définie 


par H,(T)=T '(x) pour TEP. Nous démontrerons maintenant le 


Tuéorème |. — La structure uniforme gauche du groupe V est la moins fine de 


toutes les structures uniformes sur À, pour lesquelles la famille d'applications 
(H;).ec. est uniformément équicontinue. 


Démonstration. — L'espace Gs étant compact, il est uniformisable d’une seule 
manière. Sa structure uniforme est la moins fine de toutes les structures 
uniformes pour lesquelles les applications 9,,, avec (x, !)E€G XI. sont unitor- 
mément continues. 

Il en résulte que l'algèbre C(Gz) des fonctions continues complexes définies 
sur Gs. normée avec || 9 = sup | o(a)|, est générée par ies fonctions 9... En effet. 

rez 


les fonctions de la famille (2, .)2,yec-1 séparent l'espace Gs, ce qui résulte même 
de la définition de l'espace Gs. Puis, pour tout rEGs, ily a une fonction Pass 
non nulle en ce point parce que, s'il n’en était pas ainsi, il y aurait un point 
x, eGs tel que >,,,(%) =o, quel que soit (x, )EG Xx I, done vo serait une 
classe de filtres de Cauchy relativement à la structure uniforme ‘U,, équivalents. 
par cette structure, au filtre (x) des voisinages de wv, quel que soit æeG, ce 
qu'est absurde si G ne se réduit pas à l’élément unité, cas que nous écarterons : 
avec le théorème de Weierstrass-Stone, l'affirmation faite plus haut devient 
évidente. 

Donc nous obtenons un système fondamen 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXIV. — Fase. 4. 


tal d’entourages de la structure 
/ 
42 
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uniforme de l’espace Gs en considérant toutes les parties de G><G, données par 
V={ (a1, £2); (1, mr) € Gs X Gr | qu (di) — Pasty (L2) |< &, K=1, 2,7... n}, 


n étant un nombre naturel, £ un nombre positif, 2, points de G, nr indices 
de I, dont le choix est arbitraire, mais fixé avec V. 

Démontrons maintenant que les fonctions 9,,.(x), avec el, cEGs fixés, 
sont des applications uniformément continues de G dans [o, 1], G étant unifor- 
misé avec ‘U,, l’uniformité étant égale par rapport à 2 EGs. En effet, nous avons 


Da NT) Oa, eee lim PED == lim f.(a, æ), 


où æ est un représentant de la classe a. Mais on a 
fa, &) — fus, 7) |< f(a, 4) 

donc, en passant à la limite, par le filtre æ, on aura 
FPasr(&) — Pay (%) | fi( ar, 42) 


ce que prouve l’affirmation. 
Observons maintenant qu’on a 


fee) = Ge (Ba(&)) = lim f(a, 9) 
= lim f,(#, a3) = lim f,(a-' 7, 53) = $12,.(2) = Ga-1z,(£), 
done : + a 
Pau (Ta (#)) — bus a (at (£)) | =| dazete(#) — Sesame: () |Z fat Te, T0) 
(K=1,2,..., 7). 


Considérons maintenant l'ensemble 
U= { (a1, @2)5 faite, Gay) <e,k 1,3, in F 
U est un entourage de la structure uniforme gauche du groupe G. En effet, soit 
U—{a;uaeG, fi, (ax, xx) <e, ket, REX tog BAS 


‘U est un voisinage de e dans G. Soit Ÿ l’entourage de la structure uniforme 
gauche du groupe G, correspondant au voisinage AL. Ona 


"(a Gr) EV — ay! ay EU > fi, (ay! dar, LK) KE 
pour £—1,2,...,ne(a, a )EU, donc onaU=Y. 


Il en résulte que, quel que soit l'entourage V de la structure uniforme de 
l’espace Gs, il y a un entourage U de la structure uniforme gauche du groupe 
I, tel que 

(Ti T2)€U=>(He(T,), H(T))EV,  zeGs, 


rhin 
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U étant indépendant de x. Done nous avons démontré que la famille d’applica- 
tions (H;),ec est uniformément équicontinue dans la structure uniforme gauche 
du groupe I’, done la structure uniforme gauche du groupe I est plus fine que 
la moins fine des structures uniformes sur P pour lesquelles la famille d’appli- 
cations (H,),e¢, est uniformément équicontinue. Pour montrer la coincidence 
des deux structures, soit V un entourage, d’un système fondamental d’entou- 


rages, de la structure uniforme gauche du groupe Ll’, donné par 


VES PCL PTR) 5 let tnt : T;'T.E9 i 


0 j5 


où 9, est un voisinage arbitraire de l'élément unité du groupe I. 
Un entourage d’un système fondamental d’entourages de la structure uniforme 


la moins fine, sur 1, pour laquelle la famille d'applications (H:).e, est unitor- 
mément équicontinue, est donné par 


W= (Ti, TL); (T7' (x), Tr! (æ))E Un, rEeGs j, 


où U, est un entourage arbitraire de la structure uniforme de Gs. En identifiant 
maintenant G à son image dans G; par Ÿ, ($ 2), choisissons U, de telle manière 
que la section U,(e) intersecte G dans Vp : U.(e)AGCVo. Par suite, si 
(Ty, T,)e W. nous aurons (T; (x), T;'(æ))EU, pour tout +EGx. Si Pon a 
T;=T, (= 1, 2), a étant un élément convenable de G, en prenant x = dy, on 
aura (T;'T,(e), e)E Us, donc a;'a E Vo, c’est-à-dire (T,, T,)€ V, done WcV. 

Ceci prouve que tout entourage de la structure uniforme gauche du groupe r 
contient un entourage de la structure uniforme la moins fine des structures uni- 
formes sur I’, pour lesquelles la famille (H:)ec, est uniformément équi- 
continue : done cette dernière est plus fine que la structure uniforme gauche 
du groupe I’. Le théorème | est démontré. ss 

‘Nous prouverons maintenant la variante suivante du théorème précédent : 


Tuéorëme 2. — Tout groupe topologique séparé est isomorphe à un groupe effect if 
d'homéomorphismes d’un certain espace compact, la structure unt forme droite du 
groupe étant isomorphe à la structure uniforme de la convergence unt forme sur 
l’espace compact. 


Démonstration. — Le groupe G est, d’après ce qu'on a vu dans le paragraphe 
précédent, isomorphe a un groupe I effectif d’homéomorphismes de lespass 
compact Gz. De la démonstration du théorème 1 il en résulte qu'un aystnie 
fondainental d’entourages de la structure uniforme droite du groupe Test donné 
par l’ensemble des parties de I’ <T définies par 


We ! (Ta, Tr) 3 (Ta! (æ), Tr! (#)) € Uo, 2€ G5 I, 
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où U, parcourt la structure uniforme de l’espace G3. 
En tenant compte de ce que l'application T -> T~! établit un isomorphisme de 
. my 4 ce 3 “n à . < 
la structure uniforme gauche du groupe I’ sur sa structure uniforme droite, 
nous déduisons que l’ensemble de toutes les parties de l >< F, données par 


W={(T,, Ta); Ti(x), T(z))ebB:reGr". 


où U, parcourt le filtre de la structure uniforme de l’espace Gs, est un système 
fondamental d’entourages de la structure uniforme droite du groupe I’, done 
cette structure coïncide avec la structure uniforme de la convergence uniforme 
sur Gs, comme on le voit immédiatement. Le théorème 2 est prouvé. 


9. LA REPRÉSENTATION LINEAIRE DES GROUPES TOPOLOGIQUES SÉPARÉS. — Dans ce para- 
graphe nous montrerons que tout groupe topologique séparé est isomorphe a 
un groupe linéaire. 

Nous faisons quelques considérations préliminaires. 

Soit K un espace compact, C(K) l'algèbre de Banach des fonctions continues 
complexes définies sur K; C(K) est normée par | o || =sup| 2(æ)|, cEC(K). 


On appelle automorphisme de l’algébre C(K) une application biunivoque A 
de C(K) sur elle-même, ayant encore les propriétés 


A (A191 +4292) 2% MAD, os æ PA GS. 


A(9192) — Ag; Ao. 


L'algèbre C(K) étant semi-simple, d’un théorème connu [3] il en résulte que 
lout automorphisme est continu, done les automorphismes de Valgébre C(K) 
forment un groupe (multiplicatif) contenu dans l'algèbre des opérateurs 
linéaires continus de l’algèbre C(K). On montre aisément que ce groupe est 
contenu dans la frontière de la boule unité de l'algèbre normée des opérateurs 
linéaires sur C(K); en effet, tout automorphisme étant continu, avec le théo- 
rome de Gelfand, on voit que tout automorphisme de C(K) est produit par un 
homéomorphisme de K sur lui-même. Il est alors évident que pour tout auto- 
morphisme A et pour tout 9 EC(K), ona || Ag || =|] ||, ce qui montre que tout 
automorphisme est une isométrie de l’agèbre C(K). 

Comme on le fait d'habitude pour la représentation linéaire des groupes 
lopologiques, nous considérerons que l'algèbre des opérateurs linéaires continus 
de C(K) est topologisée avec la structure uniforme de la convergence simple 
sur C(K). i 

Lalgébre £ des opérateurs linéaires sur C(K), considérée comme espace 
vectoriel, devient ainsi un espace localement convexe avec les semi-normes 
p(T) =||To||, 9 EC(K). Dans ce qui suit, la place de K sera prise par Gs. 

Nous démontrons maintenant le 
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THÉORÈME 3. — Tout groupe topologique séparé G est isomorphe à un groupe 
id ? 1 A. . Q Q 

A automorphismes V de V’algébre C( Gs), Gs étant un espace compact qui contient 

l’espace G comme sous-espace dense. La structure uniforme gauche du groupe G 

est isomorphe à la trace sur TV de la structure uniforme de la convergence simple. 


Démonstration. — Le groupe F est algébriquement isomorphe a un groupe l 
d'automorphismes de C(Gs). En effet, pour T, EP, et 9E€C(Gs), posons A,g 
pour désigner la fonction définie sur G; par (A:2)(xæ)=9(T;'(æx)), avec 
reds. 

T, étant un homéomorphisme de Gs, A, est une application de C(Gs) dans 
elle-même. L'application est biunivoque et applique C(Gs) sur elle-même, 
parce que A, a comme inverse l'opérateur A,_,. 

Tout A, est un automorphisme de C(G;), comme on le voit aisément. 
De même, on montre immédiatement qu'on a A, A,=A,,;, A;' =Aa-4, par suite 
l'application a + A, est un homomorphisme algébrique du groupe G. L’homo- 
morphisme est un isomorphisme parce que le noyau d’ineffectivité du groupe C 
est banal. En effet, si l’on avait A,g = 2 pour tout 9EC(Gs), on aurait a —e. 

Transportons sur F la topologie de G par lisomorphisme a + A,. De cette 
manière I devient un groupe topologique isomorphe à G. 

Comparons maintenant la structure uniforme gauche du groupe F à la trace. 
sur ce groupe, de la structure uniforme de la convergence simple sur C(G). 
Nous montrerons que ces structures uniformes coincident, donc le théorème 
sera démontré. 

Un système fondamental d’entourages de la structure uniforme de la conver- 
gence simple est donné par l’ensemble des parties de £ >< £ intersections finies’ 
d’ensembles de la forme 


Wo, 2) =; (Ay, Aa); AE ©, 11, 2, jAo,—A,oii<e}, 


os 


ou 


m 


est un nombre positif et 9 un élément quelconque de C(G;). Soit 


na 


vc ‘2 W(o;,2) un tel entourage. donné. Gz étant compact. et 9; étant 

i=1 Bea 
continue sur Gs. elle est uniformément continue, done, pour é >o, donné, il 3 
a un entourage V de la structure uniforme de Gs, tel que si (di, r3)E V, on ait 
lo(æ,)— gi(æ:)| <<. Du théorème 1 ilen résulte qu'il y a un entourage U de 

. i Tr r I £ . 

la structure uniforme gauche du groupe I’, tel que si (ss T.) EU, on ait 
(Ts (x), T;'(x)) eV. pour tout reGx. Nous en déduisons qu'il y a un entou- 
rage de la structure uniforme gauche du groupe I, tel que si (A.,, Aa) lui appar- 
tient, on ait (Ag: )(æ) — (An, 7:)(æ) [<< pour tout € Gs, et l’on aura pat 
conséquence || Au Qi — Aca, Pi [LE =I, 2... +, 25 cecl signifie que la structure 
uniforme gauche de I est plus fine que la trace sur Tr de la structure uniforme 
de la convergence simple. 
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Pour démontrer l'identité des deux structures, nous montrerons maintenant 
que tout entourage V de la structure uniforme gauche du groupe F contient un 
entourage de la structure uniforme de la convergence simple. 

Soit V un entourage de la structure uniforme gauche de F. Parce que nous 
avons supposé que la famille # est saturée, nous pouvons supposer que V 
est l'ensemble des paires (A,,, A,,) satisfaisant à la relation f(a,, a2) <<, 
avec z >o. Soit W={(A,, A,,)3 |] An, e.1— Aa, Perl] <2}. Si (4,, Aa) Ee W 
nous aurons |6,.,(Tz(a)) — 9.,,(To! (a)) 
nous prenons æ—T,(e), nous aurons 9,,(Tz'(a))=3%,,(e)=0, done 
5, (TT (e)) Le, c’est-à-dire f(e, a;'a;)—= fa, a2) <2, ce que montre 
que tout entourage de la structure uniforme gauche de I contient un entourage 


de la trace sur I de la structure uniforme de la convergence simple. Le théo- 
rème 3 est démontré. 


<¢, pour tout reGs, done, si 


Observons encore que si nous posons 
8o(, a) = || Ag, aM Aa, lI, 


avec &, 4, EG, pEC(Gs), l'ensemble (g,),ecias, est une famille d’écarts sur-G, 
bornés, invariants à gauche, définissant la structure uniforme gauche de G. 


Le paragraphe suivant est dédié à l’étude de la compactification naturelle 
d'un groupe topologique séparé. 


G. LA COMPACTIFICATION NATURELLE ASSOCIÉE A UN GROUPE TOPOLOGIQUE SÉPARÉ. — 
Nous considérerons maintenant l’ensemble M de toutes les fonctions définies 
sur G, à valeurs complexes, bornées, ayant encore la propriété que pour tout 
EM, l’ensemble des fonctions 9,, sEG, où 9,(x)— (2715), EG, est 
uniformément équicontinu. Topologisant l'ensemble MN à l’aide de la norme 
I += suple()l, M devient une algèbre de Banach qui contient toutes les 

ris 


fonctions presque périodiques, et toutes les fonctions o de la forme 
o(y)=/(@, y), + étant un élément quelconque fixe de G, et fun écart entrant 
dans la définition de la structure uniforme gauche de G, borné sur GG. 

Soit Gon la compactification de l'espace G, réalisée par l’ensemble AM, c’est- 
à-dire l’ensemble des idéaux maximaux de l'algèbre M, topologisé avec la 
topologie faible, ou, ce qui est la même chose, l'espace qu’on obtient par la 
complétion de G par rapport à la structure uniforme x la moins fine des 


structures uniformes sur G pour lesquelles toutes les applications de ON sont 
uniformément continues. 


Comme au paragraphe 3, nous pouvons démontrer que les translations à 
gauche de G se prolongent jusqu’à des homéomorphismes de l’espace Go, sur 
lui-même, d’une manière unique, obtenant un groupe T° d’homéomorphismes 
de Gor, algébriquement isomorphe à G. 


ay 
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Les fonctions 9 EM se prolongent d'une manière unique sur Gm, par conti- 
nuité en obtenant toutes les fonctions continues complexes définies sur Gon. 

De méme qu’au paragraphe 4, on peut démontrer que, en transportant sur ib 
la topologie de G par l'isomorphisme mentionné plus haut, la structure uni- 
forme droite de I coïncide avec la structure uniforme de la convergence uni- 
forme sur Gr. 

Nous pouvons démontrer ensuite que le groupe G est isomorphe à un groupe 
d'automorphismes de l'algèbre OM, la structure uniforme gauche de ce groupe 
étant identique à la trace sur F de la structure uniforme de la convergence 
simple, en obtenant de cette manière, pour Gx. des théorèmes analogues aux 
théorèmes 2 et 3. 

L'emploi de la famille # nous a servi pour démontrer que nous pouvons 
séparer les points du groupe G par un ensemble de fonctions ayant les proprié- 
tés des fonctions de IN. 

Nous dirons que Goy est la compactification naturelle associée au groupe G. 
Ga à la propriété importante que toutes les fonctions presque périodiques du 
groupe G peuvent être prolongées d’une manière unique, par continuité, 
sur Gr. { 

On sait [3] quil y a un groupe compact G, unique, associé au groupe G, tel 
qu’il y ait un homomorphisme continu « de G sur un sous-groupe «(G) de G, 
a(G) étant dense dans G,, et ayant encore la propriété que toute fonction 
presque périodique de G peut être mise sous la forme &*+, où 9 est une fonc- 
tion continue complexe définie sur G.: toute fonction de cette forme est une 
fonction presque périodique sur G. 

Montrons maintenant que si nous uniformisons G avec la structure uniforme 
Am, G étant uniformisé avec la structure uniforme d'espace compact, alors 2 
est un homomorphisme uniformément continu du groupe G. 

En effet, on sait [3] que l’homomorphisme à peut être défini de cette 
manière : sur G on introduit la relation d'équivalence R, donnée par 


x=y(modR) <= %(z)=90) 9€; 


où & est l'algèbre des fonctions presque périodiques sur G. On prouve que GR 
est un groupe, l'application 2 + «(æx) de G sur G/R étant un homomorphisme 
de G. On prend sur G/R la topologie faible définie par les fonctions pus 
sur G/R par les fonctions de “, par les relations p(r)=?(x). où PEN. 
xet—=a(x), +EGR, la définition étant évidemment sions: Soit 
&—{o; pet}. La borne inférieure des structures beers sur GR pour 
lesquelles toutes les fonctions 2€ æ sont uniformément continues, est la striae 
ture uniforme (gauche ou droite ) associée au groupe G/R. Cette dernière ue 
ture étant précompacte, par la complétion du groupe Gay obtient x ae 
compact G (voir le théorème 14). Il est très facile de vérifier que x est unitor- 
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mément continue, si l’on uniformise G avec Am. Done l'application x de G 
dans G, peut être prolongée d’une manière unique, par continuité, jusqu'à une 
application x de Gm dans Ge. Mais Gm étant compact, 4(Gm) l'est aussi, et 
comme il contient une partie dense de G,, & applique Gx sur G,. Nous avons 
obtenu donc ce 


THÉORÈME 4. — Il y a une application continue unique de la compactification 
naturelle du groupe G sur le groupe G., dont la restriction à G coïncide avec x. 


F, étant l’ensemble de tous les écarts sur G, ayant les propriétés énoncées 
au paragraphe 2, on peut démontrer qu'on a le 


THÉORÈME 5. — Il y a une application continue unique de Gs, sur Gs, dont la 
restriction à G coincide avec l'application identique. De même, il y a une applica- 
tion continue unique de Gm sur Gs, dont la restriction à (x coincide avec lappli- 
cation identique. 


Au paragraphe 8 nous étudierons de plus près les caractères du groupe G. 


7. L'ALGÈBRE D’OPERATEURS ASSOCIÉS AU GROUPE D'AUTOMORPHISMES. — Soit Gz une 
compactification du groupe G, réalisée comme au paragraphe 2. Soit T le 
groupe d’automorphisme de l'algèbre C(G3), construit comme au paragraphe 5. 


L'ensemble des combinaisons linéaires Ÿ GT; (C;, nombre complexe et T;er) 
oy! 


est unc algèbre &, normée avec ||T|/ = sup |Tz). Evidemment, & est le plus 
pil 


petit sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel © des opérateurs linéaires 
continus sur C(G3), contenant le groupe Lr. 


[71 n 


Soit T=YC;T;, T,€T. Montrons que ITI=YICE, en supposant qu'on a 


1574 é=1 
T;A4T; pour c+). En effet, soit a; l'élément de G correspondant à T;, et soit V; 
un voisinage de a;'(t=1, 2,....n), ces voisinages étant tels qu'on ait 


ViNV;=9 pour t+]. Pour tout £ prenons une fonction continue 9; appli- 


quant Gs dans [o, 1], telle qu'on ait 207) =o pour re (y: ed )=mi 
Soit 39(2) ES at. Nous avons || 9 li =1, done on a || To, ||<|| Tj 
: Geli ree À a [To || <<|| Tj. 
EE 
D'autre part, ona 
TRACE ÉTÉ TANT 
Mais 


[22 n 


(Te) (a=) CT; 45) (x), et (Tigo) (x =>) Ce Oe (ap A); 


er ty 
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done (T;9,)(e)= Tr (ZI en résulte qu'on a (To,)(e) = Ÿ|C;;, donc 
a, ea 4 haul Ut? 
n 1=1 
i, 


|| To, | =>] C;|, ce qui prouve l'égalité écrite plus haut. On en déduit le 


TRÉORÈME 6. — La topologie de la norme de £ induit sur T la topologie discréte. 


En effet, sl ye ek, lise 1,, alors | T,—T, =>: C:0:?.D, 
Nous allons démontrer maintenant le 


THÉORÈME 7. — La fermeture de l'algèbre & dans £, par rapport à la norme 
de £, est isomorphe à l'algèbre L'(G) construite sur le groupe G, pris avec la 
topologie discrète. 


Démonstration. — En topologisant G avec la topologie discrète, nous obte- 
nons un groupe localement compact dont chaque point reçoit la mesure 1. A 
toute fonction complexe à support compact on associe l’ensemble (a,, a,, ..., An) 
des points dont est formé le support de la fonction; si C; est la valeur de la 


fonction en a;, nous pouvons l'écrire Ÿ Ci fus fa, étant la fonction définie sur G, 
i=1 
égale à 1 en a; et nulle ailleurs. L’isomorphisme est maintenant évident. La 
fermeture de l'algèbre @ se compose de tous les opérateurs TE £ donnés par 
rs ST + à 
T=) CT; où Tel et YC] C+. 


?=1 154 


8. Les cARACTÈRES pt GROUPE G. — On appelle caractère du groupe G tout 
homomorphisme continu du groupe G dans le groupe multiplicatif des nombres 
complexes de module 1. Évidemment, tout caractère du groupe G étant une 
fonction presque périodique, peut être prolongé d'une manière unique par 
continuité, sur Gm. Mais on peut aussi démontrer la propriété plus forte 
énoncée par le 


Tutorime 8. — Tout caractère de G peut étre prolongé d'une manière unique, 
par continuité, sur Gs,. : 


Démonstration. — Si y est le caractère unité [y(æ)=1 pour tout «EG |, 
l'affirmation est évidente. Si 7 prend sur G seulement deux valeurs, ee sont 
1 et — 1. Posons 

G,={2; reG, x(x)= +1}; 
G-—={z;.2€e6G,x(2)= T1} 


G. et G_ sont des ensembles fermés, ouverts, complémentaires, de G. Considé- 


1 
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rons la fonction /, définie sur G >< G par 
0 Sr” la ea TO: 
fe y= | 
lu si (a) Seng: 
Nous avons 


(Pot) at INE) aap yr) f(z, FILS EN ETES) 
et 
Far, avr AN pour tout «, ©. y, 2€ G. 


De mème ona li f(a, y)=0, done fest un écart borné, invariant à gauche, 


du groupe G. we done fE #4. Soit G., G_ les fermetures de G,, G_ dans G5,, 
et o,(y)=/(#, »). Nous allons prouver que G.NG_— 9. En effet, soit EG... 
>, peut être prolongée jusqu’à une fonction 3,, continue, définie sur Gz, Si 
veG,, ona 3,(y) =o et siyEG_, alors 3,(y)=1. On en déduit que G. et G_ 
sont des ensembles fermés, ouverts, complémentaires, de Gs, ; donc si l’on pose 
(4 4: pour .ré G., 
J TL) = as 
EST pour reG:-. 
on obtient une fonction continue 7 qui prolonge le caractère 7. L'unicité du 
prolongement est évidente. 
Supposons maintenant que 7 est un caractère qui prend sur G au moins trois 
valeurs distinctes. Une en est sûrement 1, et il yen a une autre, différente de 
. donc il y a dans G deux points a et b tels que (a) et 7(6) ne soient pas 
diamétralement opposés sur le cercle unité du plan complexe. 


Considérons la fonction f(x, y) = . |z(æ) — (y)! Nous avons 


HACAPANEETER iB een) may SEL) Se, YI) ZS (4, 3) +f(3.¥), 
flax, ay) == fle, y) Zt, et lim f(r, ¥) =o. 
LV 
done f est un écart qui entre dans %,. Parce que (a) et 7(0) ne sont pas 
diamétralement opposés, il y a une constante £ (dépendant de a et b) telle que 


ae) on kil) — lay 1749) — 2(@)||+ ||) — 2) | — 120) — 2 |} 


donc 7 est uniformément continue dans la structure uniforme A+, donc elle 
peut être prolongée par continuité, sur G.. 
Nous continuerons à appeler caractère la fonction qu'on obtient par le pro-. 
longement d'un caractère du groupe G, de G sur Gs,. 
ans allons démontrer le 


Tu£orÈME J. — Tout caractère est fonction propre pour tous les opérateurs de &; 
toute fonction sur Gz, qui est fonction propre pour tous les opérateurs de & est, à 
une constante multiplicative près, un caractère. 


(NR RG Fp mp à 
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Démonstration. — Soit x un caractère (prolongé) du groupe G. Nous avons 
(AH) (x) =x (Tz (&)). SiæeG, nous avons x (Te (x) = y (a x) =y (a) x(x) 
done par continuité, pour tout € Gs,, nous avons y(Tz'(av)) —y(a-t)y(x), 
donc Ady = X(a)x, c'est-à-dire 7 est une fonction propre pour tout opérateur 
de &. Soit maintenant 9 une fonction propre de A,, quel quel soit aéG, donc 
telle que Ago = AqQ, À, étant une fonction de a. On en déduit 


Aa(A5®) = Aa(AvQ) = Aa 9 — abd 
done, parce que 9 n’est pas identiquement nulle, ona 
Naps Ags; 


Puis, lim Ao = 2, donc lim À,—1, et, en tenant compte de ce que 
a>e a>e 


| Aa? |] =] Aal | Pi =li ell, 
on en déduit | A, | =1, done À, est un caractère du groupe G. De l'égalité 
(Fa (x)) = lag (x), 
on obtient, en prenant 2 — 4: - 


g(e) — haQ(@), 


donc 
g(a)=9(e)ha,  veG, 


ce que prouve le théorème. 

Nous allons considérer maintenant la fermeture ct de l'algèbre & par rapport 
à la norme de l'espace £. Soit J,—;T; Tea, |T./ =o}. J. est un idéal 
gauche de l'algèbre &; nous démontrerons le 


Tutorème 10. — La condition nécessaire et suffisante pour que J, soit un idéal 
bilatère, bilatéralement maximal, de Œ. est que = soit, à une constante multipl- 
cative près, un Caraclère du groupe G. 


Démonstration. — Supposons que 9 est un caractère du groupe G. Pour 


TE, ona Ba) GT done (To) (x)= >) Go(a)o(æ). ce qui montre 


LEA 


i=1 


qu'on a TE J, si, et seulement si 
SY C9 Ca) == D 
fA 
Considérons maintenant la fonction définie sur & par 


4(T) = Cig (a), 


dE 
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4 est un homorphisme de l'algèbre & sur le corps des nombres complexes. Il 
est évident maintenant que J, est un idéal bilatère, bilatéralement maximal, 


de &. Réciprequement, soit J, un idéal bilatère, bilatéralement maximal. 
Considérons l'application canonique & > A/J,. &/3, est un corps normé, 
donc isomorphe au corps des nombres complexes. On peut écrire 


Tas AT.  (modJg); 


donc 
Pais ag (aeG). 


Par suite, du théorème précédent, & est, à une constante multiplicative près, 
un caractère du groupe G. Le théorème est démontré. 
Un théorème très simple est le suivant : 


Taéorème 11. — Tout caractère algébrique du groupe T peut étre prolongé, 
d'une manière unique, jusqu'à un homorphisme de l'algèbre & sur le corps des 
nombres complexes; réciproquement, la restriction de tout homomorphisme com- 


plexe d’algébre A, au groupe I, est un caractère algébrique de ce groupe. 


Démonstration. — Soit h un caractère algébrique du groupe I’. Pour Tea, 


posons ACT) => C;A(1;), où T a C;T;, T,eT. k est évidemment un homo- 
Es tt 

morphisme de l'algèbre &. Réciproquement, si / est un homomorphisme de 

l'algèbre &, sa restriction à T° est un homomorphisme algébrique de F dans 

le groupe multiplicatif des nombre complexes non nuls. Mais || 2 || =1 done 


ICT) Zr et A(T) 21, pour Tel, done jh(T)|=1. Le théorème est 
démontré. 


(. LA COMPLETION D'UX GROUPE TOPOLOGIQUE SÉPARÉ PAR RAPPORT À SA STRUCTURE 
UNIFORME GAUCHE. — Nous allons employer dans ce paragraphe le théorème 3 
pour démontrer un théorème connu sur la complétion des groupes topolo- 
giques [4]. Nous obtenons en fait un résultat plus fort que celui déjà cité, en 
montrant que par la complétion d’un groupe topologique séparé on obtient un 
semi-groupe, isomorphe à un semi-groupe linéaire, avec simplification à 
gauche. Notamment, nous avons le | 


Fa£orÈme 12. — Par la complétion d'un groupe topologique séparé par rapport 
à la structure uniforme gauche, on obtient un semi-groupe (avec élément unité), 
avec simplification à gauche. Le semi-groupe est isomorphe à un semi-groupe 
d’endomorphismes isométriques de l'algèbre des fonctions continues complexes 


définies sur un espace compact, le semi-groupe étant pris avec la topologie de la 
convergence simple. 


Les. 


rate ete gum 
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Démonstration. — Nous utiliserons les notations et les résultats des para- 
graphes précédents. L’algébre £, dans la structure uniforme de la convergence 
simple, n'est pas un espace complet, mais les sous-ensembles de la forme 
M, — ne TE£, |T\|<n} sont sous-espaces complets dans la structure uni- 
forme induite sur eux par la structure uniforme de la convergence simple. 

En considérant la représentation décrite dans le théorème 3, nous voyons 
aisément que par la complétion du groupe I’, nous obtenons un semi-groupe 
d'endomorphismes de l'algèbre C(G;). En effet, si (T, heu est une suite dirigée 
de Cauchy, on à iT,3—Tso|<e, dès que. «==7y(:, 9), Des VUE D) donc 
(Ti¢)zen est une suite dirigée de Cauchy dans C(Gs), quel que soit 
2EC(Gs). Soit T2 — lim T,o. T, étant des automorphismes de C(G;), 
on a TiAo+ uh) =ATo+ uty, et T(ov)=To.Td, donc T est un endo 
morphisme de l'algèbre C(G;s). D'autre part, on a ||T,9| =)|9|], donc on a 
|| To || = || 9 ||, ce qui montre que T est une isométrie de C(Gs) dans elle-méme. 

On peut montrer par des exemples que T n’est pas, en général, une appli- 
cation de C(G$), sur elle-même [1 ]. : 

De l’isométrie des opérateurs T on en déduit que le semi-groupe qu'on 
obtient par la complétion de I (ou de G) est avec simplification à gauche, c'est- 
a-dire, de T.T,—T.T,,onentire, T, — T,. Le théorème est démontré. 

Supposons maintenant que si (T,).e, est une suite dirigée de Cauchy, par 
rapport à la structure uniforme gauche, alors (T3 )eu est toujours une suite 
dirigée de Cauchy par rapport à la même structure uniforme. Ceci a lieu, en 
particulier, si les deux structures uniformes gauche et droite de G (ou T) 
coincident. © 

Soit T’= lim T, et T’=lim T,’. Ona 

: 


ex 
iT'T’e—gil= [TT'o—T:T'ol 
NT TS Ts oUt LS TT UE le oe 


done T'T’=I. De même, on a T’T’/=I, done T’ a un inverse, égal à T”. Nous 
avons obtenu de cette manière, avec une autre démonstration. ce théorème 
connu [4]. 


 TaéorÈme 13. — Si l'application x + x" conserve les suites dirigés de Cauchy 
(ou les filtres de Cauchy) par rapport à la structure uniforme gauche du groupe, 
alors, par la complétion du groupe par rapport à cette structure on obtient un 
groupe complet. 


Nous terminerons le paragraphe en démontrant le 


Tutorime 14. — Si un groupe topologique séparé est précompact dans la struc- 
ture uniforme gauche, par la complétion du groupe par rapport a celic structure 
uni forme on obtient un groupe compact. . 
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Démonstration. — En complétant le groupe par rapport à la stucture uni- 
forme gauche, on obtient un semi-groupe compact. Soit (Tx)aem une suite 
dirigée de Cauchy sur le groupe lim T,=T, T étant dans le semi-groupe. La 

a 


suite (Tz')zew à un point adhérent T* dans le semi-groupe. Soit (Tz" )aew une 


sous-suite cofinale convergente : lim'Tz'==T*, M'CM. On trouve immédiate- 
ae 


ment TT*— T*T =I, donc T a un inverse dans le semi-groupe, ce qui montre 
que ce dernier est un groupe G,. Le théorème est démontré. 

Observons encore que si un groupe séparé est précompact dans la structure 
uniforme gauche, il est précompact aussi dans la structure uniforme droite. 

En complétant le groupe par rapport à la structure uniforme droite, on 
obtient un groupe G,, qui peut être identifié à Gr, 

Si G est diviseur normal (algébrique) de G,, alors les structures uniformes 
gauche et droite sur G coincident. 


10. LA REPRÉSENTATION D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE SÉPARÉ SUR LE DUAL DE L'ESPACE 
C(Gz). — Dans ce paragraphe nous étudierons la représentation de G sur le 
dual C*(Gs) de l’espace C(G;). 

Notamment, nous allons démontrer ce 


Tutorime 15. — Le groupe G est isomorphe à un groupe T* de transformations 
linéaires de C*(Gs), la structure uniforme droite de G étant isomorphe à la 
structure uniforme de la convergence faiblement compacte de I". 


Démonstration. — Ce théorème peut être considéré comme une complétion 
du théorème 3. La topologie faible sur C*(Gs) est celle définie par C(Gs). Nous 
considérerons, au lieu du groupe G, le groupe I auquel G est isomorphe. Pour 
Tel, l'opérateur adjoint T* sur C*(Gs) invarie l’ensemble des homomor- 
phismes complexes de l'algèbre C(Gz). En effet, si & est un homomorphisme 
complexe de C(Gz), (qui peut être identifié à un point de l’espace Gs), alors 
T*h est également un homomorphisme complexe de l'algèbre C(Gz), parce 
qu’on a (T*h)(9)=A(T¢?), et T est un automorphisme de l’algèbre C(G;). 
On voit aisément que T* est un automorphisme de l’espace vectoriel C*(G;). 
Si l’espace Gs est plongé dans C*(Gz), en le considérant ensemble d’homo- 
morphismes complexes de l'algèbre C(G3), les opérateurs T*, adjoints des 
automorphismes de I, peuvent être regardés comme des prolongements à 
C*(Gs), des homéomorphismes de Gs. En effet, il est facile de se rendre 
compte que si nous prenons T = Aq, alors T* prolonge To 

La topologie sur Fest donnée par la famille d’écarts 


ITi9 —Tr9 || =fe(T:, T:) [ge C(Gs)] 


et est donc induite par la topologie définie sur £, par la famille de semi-normes 
To | == p,(T), 2€ C(Gs). 
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Mais ona 


aes ae i¢ Sos eae ne. ACTE AGE sq lRULIS ys, 

Avec le théorème de Banach-Steinhaus on en déduit que, en topologisant 
C*(Gs) avec la topologie faible définie par C(G 5), les ensembles relativement 
compacts de C*(G;) sont les ensembles fortement bornés de C*(G$), et réci- 
proquement. 

On en déduit que l'application de F sur L*, qui porte TET sur T**, est un 
isomorphisme du groupe F avec F*, par lequel la structure uniforme droite 
de T devient la structure uniforme de la convergence faiblement compacte. 

Le thèorème est démontré. 
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Sur certaines classes de fonctions de type positif, 


par M. C. T. Ionescu Turcs. 


(Ann. Ec. Norm. sup., 3 série, t. LXXIV, fase. 3). 


Page 245, 20° ligne, “ dieu de Ses (somme finie), 
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: P lire y+ ee Dyes (somme finie). 


Pa afd, art ligne, au liew de eat et En lire y, MEN et py pu z 


mn =, 2 ‘ 4 = . = 
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